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ВВЕДЕНИЕ 

I. 

"іілгорЯФм, алгорифм, - всякая систзма вычислений, 

выполняемых по строго определенным правилам, которая 

после какого-либо числа шагов заведомо приводит к реше- 

х) 

нию поставленной задачи". Это определение не является 

ыю 

строгд^математическим определением, и это не случайно, 
ибо понятие алгоритма не является чисто-математическим 
понятием. Задача математики - более или менее адэкватно 
отобразить это понятие в точных математических терминах. 

Существует несколько математических "определений" 
алгоритма: 

A) Определение вычислимой функции как функции, зна¬ 
чения которой выводимы в некотором логическом исчислении 
(Гедель - Чёчі, см. А.сьигсЬ [2]. 

B) Рекурсивные функции Клина (рекурсивные функции 
определяются через рекурсивные операции)^ а.с.ківвпѳ [з]. 

0) Кочислениѳ А -конверсии Чеча, А.сьигсь, [ 2 ] . 

В) Вычислительные машины Тъюринга, А.м.Тогіпв /д7 • 

Е) Финитный комбинаторный процесс Поуста, ж.ь.Роаѣ^^, 
У) Нормальные операции Поуста, ж.д.Роа-ь /"б/, [б]. 
Нормальный алгорифм Маркова, А.А.Марков [і] • 

Каждое из этих определений задает некоторый специаль¬ 
ный вид алгоритма, претендующий на то, что к нему сводит- 

X ) 

А.Н.Колмогоров, статья "Алгоритм" в ВСЭ (2-е изда¬ 
ние) . 
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ся любой алгоритм. Конечно, утверждение о сводимости лю¬ 
бого алгоритма доказано быть не может (именно в силу не¬ 
достаточной четкости общего понятия алгоритма). Общность 
каждого из перечисленных определений, т.е. его способ¬ 
ность объятъ общее понятие алгоритма, устанавливается не 
строгой теоремой, а более или менее убедительным рассуж¬ 
дением. СильЕѣш доводом в пользу этой общности является 
также и то, что определения Л) ~ ^) , повидимому, экви¬ 
валентны между собой (эквивалентность /і),Ё>), ^) , ^)ао- 
казана в работах [2],[іо] и др., утверждение о эквива¬ 
лентности нормального алгорифма другим определениям алго¬ 
ритма - точнее, утверждение о том, что все известные ал¬ 
горитмы сводятся к нормальному - высказано без доказатель¬ 
ства А.А..Марковым в /і ^ ). 

Однако, все эти определения оставляют чувство неко¬ 
торой неудовлетворенности. Их разумность, т.е. адэкват- 
ность общему понятию алгоритма, устанавливается косвен¬ 
ным образом. Сделаем два критических замечания по поводу 
указанных определений алгоритма. 

Замечание I. То, что определяется, не 
всегда есть алгоритм в том смысле, в каком мы его пони¬ 
маем. Мы же понимаем алгоритм как функцию, аргументом 
которой являются входные данные (вопрос, проблема), в 
некотором закодированном виде, а значением - решение во¬ 
проса, проблемы (тоже в закодированном виде). "В матема¬ 
тике принято понимать под "алгорифмом" вычивлительный 
процесс, совершаемый согласно точному предписанию и вѳ- 
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дущий от могущих варьировать исходных данных к искомому 
результату” 

Разберем с этой точки зрения определение /1^ .пред¬ 
ставляющееся на первый взгляд наиболее общим. Рассматри¬ 
вается некоторое логическое исчисление, содержащее ариф¬ 
метику, т.е. символы для натуральных чисел и примитивно- 
рекурсивных функций. Предполагается, что выполняются 
обычные условия, которым удовлетворяют исчисления такого 
родаСвыводимые формулы образуют вычислимую последователь¬ 
ность и Т.П.). Часть этих условий приведена в работе [з]. 
Такие исчисления мы будем называть допустимыми. Мы назо¬ 
вем теперь функцию, определенную в натуральном ряду вы¬ 
числимой, если сущес^ует допустимое исчисление р , 
содержащее символ ^ и такое что равенство 

(т) ^ ^ 




эквивалентно выводимости в 


Р 


формулы 


^ ( Ігі} ^ я 

где т и ТЬ символы, соответствующие числам РУІ ъ ІЪ , 
Определение, близкое к этому, дает Чѳч в своей статье 
[ 2 ]. 

Но это не есть еще алгоритм. Это признает и сам 
Чёч, говоря примерно следующее ( [ 2 ] , стр.351): 

"Ясно, что для любой вычислимой функции от нату¬ 
рального аргумента существует алгоритм, при помощи кото- 


х) 


А. А. Марков X . 
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рого любое частное значение функции мокет быть эффектив¬ 
но вычислено. Ибо выводимые равенства мокно эффективно 
перенумеровать и алгоритм для вычисления чайного значе¬ 
ния функции ^ , обозначаемой символом } , состоит 

в просмотре перенумерованного множества выводимых ра¬ 
венств, пока мы не дойдем до требуемого равенства формы 

^ К 

Таким образом, определение /Я) вычислимой функции 
еще не является определением алгоритма. Понятие вычисли¬ 
мой функции содержит все предпосылки для построения алго- 

X } 

ритма, но алгоритмом не является, этот алгоритм еще 
надо строить. 

Кз конструкции Тьюринга также можно извлечь алго¬ 
ритм, но сама вычислительная машина задает не алгоритм 
в нашем понимании Скак функцию , дающую результат 

при вводе входных данных), а разворачивает множество зна¬ 
чений в вычислимую последовательность. 

Эти возражения совершенно неприменимы к определе¬ 
нию ^ , которое может служить классическим определе¬ 
нием некоторого специального типа алгоритма. Однако это 
определение является именно определением специального ти¬ 
па алгоритма, а не общего алгоритмического процесса. Ут¬ 
верждение об общности определения Ь) пока что остается 
бездоказательным (хотя очень вероятно, что оно верно). 

К определению Е) в большей мере, чем к другим опреде¬ 
лениям, относятся возражения, сформулированные в замеча¬ 
нии 2. 
х) 

Состоящий: I) в построении последовательности выво¬ 
димых формул и 2) в просмотре построенных членов после¬ 
довательности. 
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Замечание 2. В определениях кос¬ 

венным образом устанавливается достаточная общность оп¬ 
ределяемого алгоритма. Эта об-щностъ обнаруживается 

а) путем более или менее неопределенных рассуждений. 
Этой неопределенности, конечно, избежать полностью нель¬ 
зя; можно только стремиться сделать рассуждения более 
убедительными; 

6} путем доказательства точных теорем, касающихся 
эквивалентности определяемого алгоритма и ранее опреде¬ 
ленных алгоритмов. ОправедлиБость этих теорем не усмат¬ 
ривается непосредственно; их доказательство требует спе¬ 
циальных рассмотрений. Так, например^ Тьюринг,введя в 
р] свое определение вычислимой функции, доказывает в 
[іо] эквивалентность этого понятия с понятием общерекур¬ 
сивной и X -определимой функции так: 

1) ссылается на результат Клина, доказавшего, что 
каждая общерекурсивная функция Л -определима, 

2) вводит понятие Л"" К -определимости и утвер*- 
дает, что каждая Д -определимая функция /!- К-опреде¬ 
лима , 

3) доказывает, что каждая А - К -определимая функ¬ 
ция вычислима по Тьюрингу, 

4) доказывает, что каждая вычислимая по Тьюрингу 
функция общерекурсивна. 

Эти же возражения относятся и к определениям С ) 

Е), П,С). 
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2 . 

Все вышесказанное имело своей целью обосновать целе¬ 
сообразность введения нового, более совершенного определе¬ 
ния алгоритма, к которому мы предъявим, таким образом, 
следующие два требования: 

1. Это должен быть действительно алгоритм. 

2. Этот алгоритм должен быть достаточно общим. При¬ 
чем желательно, чтобы эта общность устанавливалась не кос¬ 
венным образом, путем специальных рассмотрений, а по воз¬ 
можности содержалась в самом определении. 

Такое определение предложил А.Н.Колмогоров. Чтобы по¬ 
дойти к этому определению, попытаемся уловить наиболее су¬ 
щественные черты, свойственные самому общему алгоритмиче¬ 
скому процессу. 

Вычисления, о которых идет речь в определении алго¬ 
ритма, могут производиться либо на бумаге Снапримѳр, нор¬ 
мальный алгорифм Маркова) либо механически (например, вы¬ 
числительная машина Тьюринга). Состояние процесса в каждый 
момент времени определяется в первом случав - конфигураци¬ 
ей символов на бумаге, во втором случав - конфигурацией 
звеньев машины. Каждая такая конфигурация имеет следующую 
структуру: имеется фиксированный конечный запас "элемен¬ 
тов** (символов, звеньев машины); конфигурация состоит из 
этих элементов (каждый элемент можцт встречаться в этой 
конфигурации более одного раза); между некоторыми из эле¬ 
ментов имеется **связь". Так, в нормальном алгорифме Марко- 
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ва такой конфигурацией является слово, "элементами” - бук¬ 
вы алфавита, каждая буква "связана" с соседней буквой сле¬ 
ва и соседней буквой справа, В вычислительной машине Тью¬ 
ринга конфигурацией является состояние машины; "элемента¬ 
ми” - символы, напечатанные на ленте и состояние команд¬ 
ного устройства; "связанными" следует считать символы, 
напечатанные на соседщих секциях ленты, кроме того состоя¬ 
ние командного устройства связано с символом воспринимае¬ 
мой секции. 

Элементы конфигурации будем теперь изображать точка¬ 
ми (вершинами), с указанием при каждой точке обозначения 
соответствующего элемента, в связи с элементами - отрез- 

X ) 

ками, соединяющими эти точки. Тогда вся конфигурация 
изобразится одномерным топологическим комплексом с задан¬ 
ной на его вершинах функцией , принимающей значения 

из нашего запаса элемзнтов. 

Сделаем одно уточнение. каждого элемента отходит, 
вообще говоря, несколько связей, или^что то же самое, от 
каждой вершины отходит несколько отрезков. Иногда бывает 
нужным упорядочитъ эти связи (отрезки). Так, например, в 
нормальном алгорифме Маркова от каждой буквы отходит две 
связи - одна к левой соседней букве и другая к правой со¬ 
седней .букве; при этом существенно эти связи различать. 

В соответствующем одномерном комплексе мы можем достичь 
этого следующим образом. Пусть слева от буквы ^ стоит 
буква (X , а справа - буква С . Соответствующая часть 

Например, слово (Х&осі из нормального алгорифма 

Маркова изобразится адк: 

а. ъ о 

о -о-<3- 


о 
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одномерного комплекса будет иметь вид: 

си ё> с. 

о —,—с>-в 

Поставим на отрезке вблизи буквы ^ значок "л" 

Слѳвая связь), а на отрезке ёС- вблизи буквы ё зна¬ 
чок "п” Справая связь). Получим схему 

си ё с 

о - —€> --о 

л гг 

Проделаем эту операцию для каждой вершины. Каждый отре¬ 
зок получит два значка. Слово аёсиоі изобразится те¬ 
перь в виде 

о- 6 с 

о - 0=-гОв-^ 

XI л п лп ХГ 

В общем случае каждый отрезок, отходящий от некото¬ 
рой вершины, получит значок, стоящий вблизи этой вершины; 
каждый отрезок таким образом получит два значка Спо одно¬ 
му на каждом из своих концов). При этом требуется, чтобы 
значки отрезков, отходящих от любой вершины, стоящие вбли 
зи этой вершины, были различны. Значки будем выбирать из 
некоторою заранее установленного конечного запаса знач¬ 
ков. 

Перенумеруем теперь наш конечный запас элементов 
натуральными числами 1,2,..,.,/^ ,а конечный запас 
значков - натуральными числами I, 2, ...^и отождествим 
элементы и значки с их номерами. Итак, состояние алгорит¬ 
мического процесса есть одномерный топологический комп¬ 
лекс с заданной на его вершинах ха р ак терис т ической функ- 
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цией ^ , принимающей значения 1,2, , Каждому 

концу каждого отрезка отнесен значок из множества воме- 
ров I, 2,...,с(; при этом отрезки, сходящиеся в любой вер¬ 
шине, несут на концах, обращенных к этой вершине, различ¬ 
ные значки. Одномерный комплекс указанного типа мы будем 
называть одномерным комплексом поря дка ( ), а чаще 

всего просто комплексом (ом.§ I). 

Проблема задается в виде компдекса; решение также 
получается в виде комплекса. 

Алгоритмический процесс производится шагами. Каждый 
шаг заключается в переработке одного комплекса в другой 
по определенным правилам переработки. Алгоритм - про^воо 
детерминированный, поэтому комплекс, получившийся на 
Гі/ -ом шагу, однозначно определяет комплекс, который по¬ 
лучится на Цы-І)’'и шагу. Однако каждый раз мы в состоя¬ 
нии воспринятъ не весь комплекс, содержащий, вообще гово¬ 
ря, сколъ угодно много вершин, а лишь некоторую его "обо¬ 
зримую" часть (причем объем обозримой части не может 
превосходить заранее установленного предела). Правила 
переработки должны быть таковы, что переработка происхо¬ 
дит исключительно на основании ив|)ормации о виде обозри¬ 
мой части и затрагивает только обозримую часть, 

О другой стороны,мы должны в принципе уметь восполь¬ 
зоваться всей информацией, содержащейся в комплексе, а 
не только той, которая попала в его обозримую частъ. По¬ 
этому ш должны обеспечить обозримой части возможность 
передвигаться по комплексу. Таким образом, после преоб¬ 
разования обозримой части она, эта обозримая часть,долж- 
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на передвинуться, т.е. некоторые "необозримые** вершины 

должны стать обозримыми (и некоторые обозримые ** необо- 
х) . 

зришми ). 

Итак, пусть на ІЪ -м шагу процесса возник комплекс 

К /г: гь + ^ 

. Его надо преобразовать в Д . Это делается 
в два приема: ^ 

I) перестраивается обозримая часть комплекса К ^ 

2) после этого некоторые необозримые вершины объяв¬ 
ляются обоэришми (а некоторые обозримые - необозримыми). 

Но как указать те необозримые вершины, которые ста¬ 
новятся обозримыми (назовем их потенциально- обозримыми)? 
Как описать их, когда они лежат за пределами обозримой 
части? У нас нет никаких других ориентиров, кроме обозри¬ 


мых в^шин. Потенциально-обозримые вершины мы.можѳм .рпи- 

ІТІОгёни.\4І^Л ЬНсГ-(^ОІР иЙіІ^ ' ЖёЬшЧТІб/ сёяъі. НЫ с 0^ 0ЗРЧЬ! 

оать лишь отправляясь от бб^озримых^/йЬроче говоря, потен¬ 
циально-обозримые вершины должны находиться в замыкании 
С^І множества Л обозримых верщин (определение замы¬ 
кания см. $ I, стр, 3^ ). 

Рассмотрим все это несколько подробнее. Обозримая 
часть состоит: 

1) из множества обозримых вершин, 

2) из множества обозримее отрезков, соединяющих 
между собой обозримые вершины, 

3) из множества "полуобозримых" отрезков, соединяю¬ 
щих обозримые вершины с необозримыми, йд назвали их "по- 


Обозримые вершины - принадлежащие к обозримой ча 
сти, необозримые - остальные. 
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луобозришми", ибо в них обозрим только тот конец, кото¬ 
рый обращен к обозримой вершине, т,е, из двух значков, 
стоящих на этом отрезке, в обозримую часть входит только 
один - на конце, обращенном к обозримой вершине. 

Мы видим, что обозримая часть образует в комплексе 
то, что мы в $ I назовем подклассом. Этот подкласс Гобо- 
.аначим его С^) натянут на множество обозримых вер¬ 

шин; полуобозримыѳ отрезки являются внешними для этого 
подкласса. 

Таким образом, состояние процесса есть комплекс К 
о выделенным в нем подклассом, который объявлен обозри¬ 
мой частью. 

На основе вида обозримой части происходит ее 

переработка. Чтобы не нарушать связи между обозримой и 

X } 

необозримой частями, потребуем, чтобы крайние вершины 

оставались неподвижными (хотя характеристическая 
функция на этих вершинах может и измениться); также долж¬ 
ны остаться неизменными полу обозримые отрезки (хотя, опять 
таки, обозримые значки на них могут измениться). 

Итак, подкласс преобразовался в подкласс 

причем іфайниѳ вершины остались неподвижными (через них - 
при помощи полуобозримых отрезков - сообщается с 

необозримой частью). Теперь надо выделить новое множест¬ 
во обозримых вершин. Оно выделяется в замыкании 
подкласса , Те вершины, которые выделяются в са¬ 
мом , указываются непосредственно. Те вершины,ко¬ 

торые выделяются в разности І.ОІ' ] ^ ОЬ выделяются 

Определение крайних вершин см.§ I, стр. 'ЗН 
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путем указания тех полуобозримых отрезков, которые к ним 
х) _ 

подводят. Таким образом возникает новое множество обо¬ 
зримых вершив и натянутый на него подкласс 

Итак, на /г -м шагу имеется комплекс К и в нем 
обозримая частъ - подкласс , На основании информа¬ 

ции о виде ОѴ происходит переработка /( в Я"- % 
переработка происходит следующим образом: подкласс 
заменяется подклассом ос* , сохраняющим крайние вер¬ 


шины Ги внешние отрезки), затем в пределах (Л ] 


вы¬ 


деляется новый подкласс 
зримой частью. 


(Ж ' 


, который объявляется обо- 


не испортим дела, если несколько обобщим процесс 

I/ ^ I/ П' + 'і 

переработки гл в гл , не нарушая его эффективно¬ 
сти. Именно, будем считать, что переработка происходит 
на основании информации о виде не только ос , но все¬ 
го заміігкания Н ~ [0^1 ; переработка затрагивает не 

только Ос , НО весь подкомплекс Н , который пе¬ 
рерабатывается в ; при этом не будем требовать не¬ 
подвижности крайних верщин , а потребуем неподвиж¬ 

ности вершин, соседних для 
ноет и Н\ос 


, т.е. вершин из раз- 
посредством этих вершин Н при¬ 


клеивается к остальной,'не изменившейся, часди комплек¬ 
са. После замены Н на Н ^ в пределах Н происходит 
выделение нового множества -обозримых вершин. Заме¬ 
ну Н на Н и выделение в Н множества мы 

можем объединить в один шаг. Для этого будем считать, 

хТ 

Каждый полуобозримый отрезок выделяется указанием 
обрзримой вершины,.от которой он отходит, и значка,стоя¬ 
щего на этом отрезке вблизи этой вершины. 
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что внутри п уие выделено множество Л' . Поэтому 
шаг состоит просто в замене подкомплекса И на подкомп¬ 
лекс Н 

Условимся считать, что алгоритм производится некото¬ 
рой машиной, перерабатывающей комплексы. У нее, как у вся¬ 
кой машины, есть некоторое начальное состояние Гдо ввода 
начальных данных) - тоже в виде комплекса. Входные данные 
в виде комплекса присоединяются к начальному состоянию - 
получается комплекс К . по нашим правилам он перераба¬ 
тывается в К , ^ перерабатывается в К и т.д, 

до тех пор, пока мы не получим сигнал о конце процесса, 

т«ѳ,о получении решения. 

\/ о \/ ^ IX ^ 

Комплексы г\^г\ ит.д.не просто комп¬ 

лексы: в каждом из них выделено множество обозримых вер- . 
шин; в дальнейшем нам будет.удобнее называть эти вершины 
ак тивными. Переработка происходит на основе информации о 
виде подкомплекса Н который мы назовем потен¬ 

циальным Га его вершины - потенциальными). Вершины из раз¬ 
ности назовем граничными. Потенциальные вершины 

таким образом делятся на активные и граничные. Все осталь¬ 
ные Гне потенциальные) вершины назовем пассивными. Комп¬ 
лекс с выделенным в нем множеством активных вѳрщин назо¬ 
вем препарированным комплексом или П-комшіексом. Обыкно¬ 
венный комплекс можно считать частным случаем П-комплек- 
са, если положить множество активных вершин пустым. 

Приведенные рассуждения подводят нас к следующему 
определению алгоритма, предложенному А.Н. Колмогоровым. 
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1. Машина перерабатывает П-комплексы с единст- 
венной активной вершинц в П-комплексы с единственной 
активной вершиной 5^ 

2, Машина задается начальным состоянием и прави¬ 
лами переработки. 

Начальное состояние есть конечный или бесконеч¬ 


ный Г но ограниченный - см.§ I) П-комплекс с единст¬ 
венной активной вершиной. 

Правила переработки состоят из конечного множе¬ 
ства Ж упорядоченных пар (Н,н1. 

Во всякой паре первый элемент Н есть конечный 
П-комплекс, являющийся замыканием множества своих ак¬ 
тивных вершин, а второй элемент есть или конеч¬ 

ный П-комплекс или слово "стоп**. 

Если Н есть "стоп" , то соответствующий П-кош* 
леке Н имеет единственную активную вершину. 

Если Н есть П-комплекс, то задано взаимно¬ 
однозначное соответствие между граничными вершинами 
Н и некоторым множеством вершин Н . 

Не может быть двух пар, у которых первые элемен¬ 
ты одинаковы, а вторые различны. 

3. Машина работает шагами. Каждый шаг состоит 
либо в замене возникшего перед этим шагом П-комплекса 
X на П-комплекс К , 'либо в получении сигнала о 
решении, либо в безрезультатной остановке. 

Замена на /( происходит следующим образом. 

В К берется потенциальный подкомплекс ///< и сре¬ 
ди пар ищется та, которая своим первым элемен¬ 

том имеет ^/к , 


*) П роменые ТІ- комплексы ^ бозникаюіщие 
В процессе п € ре ра-бот к к, могыт иметь и 

л.-Р ^ III ы н ЪІ- _ 
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/ / ^ 

Если второй элемежт _Д/ в этой паре есть П-комп- 

и кёнугр^К] 

леко, то П(( заменяетояУйа п . Отрезки, оозданяв- 
шие пассивные вершины П -комплекса К с граничны- 

^ ^ /IX 

ми, подводятся теперь к соответствующим вершинам Г7 
Полученный таким образом комплекс и есть К 

Если второй элемент пары, первым элементом кото¬ 
рой является , есть слово ^стоп”, то работа ма¬ 

шины прекращается; связная компонента 0~ единствен¬ 
ной активной вершины /{ есть решение. 

Если среди пар нет пары, первый элемент 

которой есть Н , то машина останавливается безре¬ 
зультатно. 

4. Подлежащий переработке комплекс присое¬ 

диняется своей активной вердиной к активной вершине 
начального состояния, что дает комплекс К . Пос¬ 
ле этого машина начинает работать, заменяя К на 
К /(на/('=Ш и т,д. до получения решения 

или безрезультатной остановки. ^ ц 

В п Рі^поуне Ні^и (стр. 2і7) Рсіб'ота МАШІ4НЫ //./7. 
(Копмого Ро&а МОНСТ/^Р!рур-тся на простом пррше^р^^, 

(П' 

Машина А.Н.Колмогорова определяет в множестве^комп¬ 
лексов некоторую функцию а = г (К) . Функцию оіК^комп- 
лексов, задаваемую некоторой машиной Колмогорова, будем 
называть алгоритмической. 

Алгоритмическая функция Г не всьоду определена. 
Действительно, П-комплексы, участвующие в задании 
машины; начальное состояние и элементы пар множества 


В смысле взаимно-однозначного соответствия, уста¬ 
новленного между граничными вершинами /тд и некоторым 
множеством вершин • 






Іб 


УЛ - ограничены. Вдех их конечное число, следователь¬ 
но, их порядки не превосходят некоторого порядка (^,^) 
(см,§ I). Поэтому функция Г может быть определена 
только для Тех комплексов, у которых в процессе перера¬ 
ботки потенциальные подкомплексы будут иметь порядки не 
выше ( ^/ ^) . Естественно поэтому рассматривать функ¬ 
цию Г только на П-комплексах порядка не выше 

Каждой машине мы припишем порядок - минимальный по¬ 
рядок такой^что порядки всех П-комплексов, 

участвующих в задании машины не превосходят ( Гі') . 

Машина порядка (гь,с() задает алгоритмическую функцию 
Р от комплексов порядка не выше ( • 

Но дело не в этом. Даже и на комплексах порядка не 
выше (гъ, ^) функция Г' является, вообще говоря, не 
всюду определенной. Кбо процесс переработки комплекса 
Р может не иметь результативного окончания; 

а) потому, что процесс может не окончиться, 

б) потому, что машина может остановиться безрезуль¬ 


татно. 


При этом не существует эффективного общего метода 
(алгоритма), позволяющего узнавать по заданной алгорит¬ 
мической функции Г и заданному П-комплексу Р , оп¬ 
ределена ли функция Г ( или нет (или, как говорят, 
применим ди алгоритм Г к П-комплексу Р или нет). 

Этот факт носит общий характер, он остается в силе для 

х) 

всех определений алгоритма. 

Более того, всегда существует такой фиксированный 
алгоритм , что не существует никакого алгоритма,по¬ 
зволяющего для любых входных данных Р указать, при¬ 
меним ли к Р или нет. 
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Таким образом то, что мы определили, следовало бы 

назвать скорее частичным алгоритмом. Однако, все другие 

% 

определения алгоритма токе дают только частичный алго¬ 
ритм, да ничего другого дать и не могут Сне частичный 
алгоритм неизбежно определяется как такой частичный ал¬ 
горитм, который применим ко всяким входным данным 
Поэтому мы отбросим эпитет "частичный" и будем то, что 
ш определили, называть просто "алгоритмом". 

Назовем алгоритм безусловным , если начальное со¬ 
стояние пусто и условным в противном случае. 


3. 


Все другие определения алгоритма, точнее, алгорит¬ 
мы в смысле других определений, автоматически записыва¬ 
ются в терминах безусловного алгоритма Колмогорова. Хо¬ 
чется при этом подчеркнуть, что речь идет не о сводимо¬ 
сти определенного классу алгоритмов, скажем нормальных 
алгорифмов Маркове, к алгоритму Колмогорова, а именно об 
автоматическом переводе алгоритмов этого класса, в част¬ 
ности нормальных алгорифмов Маркова, на язык алгоритмов 
Колмогорова Ссм,$ 2). Это происходит в силу уже отме¬ 
ченного рбстоятельства, что каждый алгоритм является по 
существу процессом, производишм над комплексами, причем 
процессом как раз того типа, который описывается опреде¬ 
лением А.Н.Колмогорова. 

х) 

Например, общерѳкурсивная функция определяѳтоя 
как такая частично рекурсивная, которая определена на 

всем натуральном ряду. 
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Определение рекурсивной функции, как функции, задан¬ 
ной последовательностью рекурсивных равенств, не есть еще 
определение алгоритма. Но если отсюда извлечь алгоритм, 
т.е. совершенно точно указать последовательность дейст¬ 
вий, позволяющих по этим равенствам найти значение функ¬ 
ции, то тем сашм автоматически получится некоторый ал¬ 
горитм Колмогорова. Активные вершины будем обозначатъ, 
обводя их красным круяком. Для каждой частично-рекурсив¬ 
ной функции 




легко построить алгоритм Ссм,$ 2), переводящий П-комп- 
х) 

леке 





|э а 3 р а. 3 



в П-комплекс С %) 



О- г 



рз-з 

До сих пор мы для простоты предполагали, что харак¬ 
теристическая функция принимает значения из натураль¬ 

ного ряда. Натуральные числа при этом играли просто роль 
символов. Ничего не изменится, если разрешить характери¬ 
стической функции принимать значения из любого конечного 
или пересчитанного бесконечного множества символов, на¬ 
пример содержащего знаки 


СВедь сами натуральные числа получились у нас в резуль¬ 
тате занумерования некоторого множества символов]. 

Иногда, как это мы сделали для П-комплексон (I) и (2), 
мы.будем, изображая П-комплексы на бумаге, опускать знач¬ 
ки, поставленные на концах отрезков. 
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При всей своей общности алгоритм Колмогорова, как 
и следовало ожидать, оказывается не шире, чем обычные 
рекурсивные функции. Каждому П-комплексу К можно эф¬ 
фективно и однозначно сопоставить натуральное число к 

-его номер Стек, чтобы по номеру эффективно и однознач- 

х) 

но восстанавливался комплекс). функция от комплексов 
і, = ПСН) (вообще говоря не всюду определенная) ивду- 
цирует в натуральном ряду функцию ^ = У (Ю СІтоже, во¬ 
обще говоря, не всюду определенную) 

Теорема. Если Г (К)- алгоритмическая функция, 
то ^ (к) - частично-рекурсивная функция С§ 3). 

Обратное, однако, неверно. Не для всякой частично- 
рекурсивной функции у® существует соответствующая 


Комплексы будем обозначать большими латинскими 
буквами, их номера - соответствующими малыми. 

XX 3 

функции от вомплексов мы будем обозначать больши¬ 
ми греческими буквами, а индуцированные функции в нату¬ 
ральном ряду - соответствующими малыми буквами. 

Рассматривая функции) от элементов некоторого множе¬ 
ства (комплексов натуральных чисел и т.д,), мы 
разрешаем ей быть не вскщу определенной. Про такѵю функ 
цию мы скажем, что она определена^ множестве 3^ . В 
дальнейшем без оговорок рассматриваются функции, опре¬ 
деленные некотором множестве. Равенство да ух функций 

ОиСдс^)- Сі Сх^ 


мы будем понимать в том смысле, что обе функции одновре¬ 
менно определены или не определены и их значения равны. 
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алгоритмическая функция Г(К) . Например , если / 
определена на воем множестве номеров комплексов, то Г(К) 
должна быть применима ко всем комплексам, в то время как 
алгоритмическая функция не может быть применима ко всем 
комплексам. 

Тем не менее, для каждой функции в натуральном ряду 
гш все же можно найти ее представитель среди функций 
от комплексов. Для этого будем каждое натуральное число 
Іі представлять его изображением - П-комплексом К : 



X. р^3 

Натуральные числа будем изображать малыми латинскими бук¬ 
вами, их изображения - соответствующими большими буквами 
с чертой наверху. Для каждой функции = Ц ® нату¬ 
ральном ряду существует функция от комплексов - мы обо¬ 
значим ее соответствущей большой греческой буквой о чер¬ 
той наверху - 4 = гг/г; 

Теорема . Если частично-рекурсивная функция, 

то Г(К) - алгоритмическая функция (§ 2}._ 

Назовем функцию вычислимой, если сущѳ-__ 

ствует алгоритмическая функция Г , такая что і-т) 
Легко видеть 3), что класс вычислимых функций совпа¬ 
дает с классом частично-рекурсивных. 

Здесь и вседу во "Введении" речь для простоты идет 
о целочисленных функциях только от одного аргумента. 
Однако все факты сохраняют свою силу и для функций от 
любого числа аргументов. 
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4. 

Перейдем к рассмотрению условных алгоритмов. Если 
начальное состояние машины, задающей условный алгоритм, 
есть конечный П-комплекс, то такую машину легко заменить 
машиной, определяющей ту «е функцию в множестве комплек¬ 
сов, но о пустым начальным состоянием. Такой алгоритм 
является по существу безусловным. 

При рассмотрении условных алгоритмов поэтому нас 
будут интересовать машины с бесконечным начальным состо¬ 
янием. Ш оставим в стороне общий случай и займемся ма¬ 
шинами с начальным состоянием специального вида, кото¬ 
рый укажем позже. 

Вопрос об условных алгоритмах мы рассмотрим в свя¬ 
зи с проблемой сводимости. 

Наряду с проблемой ріешения отдельной задачи суще¬ 
ствует проблема алгоритмического решения серии задач. 
Точно так же наряду с проблемой сведения решения одной 
задачи к решению другой задачи существует проблема ал¬ 
горитмического сведения одной серии задач к другой се¬ 
рии задач. 

Проблемой сводимости занимался Поуст [^б ] . Он 
рассматривал два рекурсивно перечислишх, но не рекур¬ 
сивных множества натуральных чисел 

вая серия задач: "Принадлежит ли іь множеству ”. 
Вторая серия задач: "Принадлежит ли 171 множеству 
Поуст рассматривал вопрос об алгоритмическом сведении 
первой серии ко второй. Это есть проблема сводимости 
множества к множеству <5^ • 
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Сводимость множеств есть частный случай сводимости 
функций С при сводимости <5^^ к <5*^ характеристическая 
функция сводится к характеристической функции <5^). 
Ш будем изучать проблему сводимости сразу для функций. 

Как определить сводимость функции ^ к функ¬ 
ции Что означает утверждение; "функция ^ вы¬ 
числима, при условии, что вычислима Проще всего 

сказать, что это означает следующее положение: "если 
функция вычислима, то и / вычислима. Но отсюда 

получается, что все невычислимые функции сводимы друг к 
другу просто в силу ложности посылки. Значит, надо дать 
какое-то другое, более тонкое определение. Таких опреде¬ 
лений можно предложить два Сне касаясь определений неко¬ 
торых частных случаев сводимости, рассмотренных Поустом 
в [б]: 

^ ^ Рекурсивная сводимость, функция ^ (і^) рекур¬ 
сивно сводится к функции ^(*^) , если ^^^принадлежит 
рекурсивному замыканию Идея такого определения 

принадлежит Б.А.Трахтенброту. 

2) Тъюринговская сводимост ь. Понятие тъюринговской 
сводимости было введено Поустом в : 

"Эффективное решение проблемы разрешимости для ре¬ 
курсивно-перечислимого множества /5^ натуральных чисел 

X) ^ 

Рекурсивное замыкание функции о 
ный рекурсивно-замкнутый.класс, содержащий 
примитивно-рекурсивные функции. Класс функции называет¬ 
ся рекурсивно-замкнутым, если он замкнут относительно 
рекурсивных операций; суперпозиций, примитивных рекур¬ 
сий и применений оператора 


есть минималь- 
и все 
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может быть мыслимо в виде машины, или последовательности 
правил, которая, если задать любое натуральное число 
развернет моногенный ( топо^впіс ) процесс, оканчивающий¬ 
ся правильным ответом "да” или "нет" на вопрос "принадле¬ 
жит ли ГЬ- к Предположим теперь, что эта ситуа¬ 

ция имеет место со следующей модификацией. Пусть в опре¬ 
деленное время другой машинно-задаваемый процесс ставит 
вопрос, принадлежит ли определенное число данному 
рекурсивно-перечислимому множеству 5^^ , и пусть маши¬ 
на так устроена, что если правильно отвечать на этот во¬ 
прос всякий раз, как вопрос возникает, то процесс будет 
автоматически продолжаться до окончательного ответа (на 
вопрос " /ъ е ” - В,7.). Мы можем тогда оказать,что 
машина эффективно сводит проблему разрешимости для 
к проблеме разрешимости для . Интуитивно это соот¬ 
ветствует наиболее общей концепции сводимости к 

Потому что сама концепция проблемы разрешимости для 
содержит в себе единственно "отвечание" для любого дан¬ 
ного натурального числа ІТЬ на вопрос, содержится ли 
Пъ в , а за конечное время конечное число таких 

вопросов может быть задано. Соответствующая формулиров¬ 
ка "тъюринговской сводимости" имеет поэтому ту же сте¬ 
пень обіцности по отношению к эффективной сводимости, 
как, скажем, общерекурсивные функции - по отношению к 
эффективной вычислимости. Отметим, что ... в тъюрингов¬ 
ской сводимости, за исключением первого числа ПЬ , зна¬ 
чения чисел ПЬ , для которых этот вопрос (вопрос 
" Пъ - в,У.) ставится, зависит, вообще говоря. 
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от правильных ответов на эти вопросы для всех предшествую¬ 
щих ПЪ . Характер этой зависимости, однако, эффективен, 
и мы имеем эффективную сводимость в интуитивном смысле" 
СПоуст, [б] , стр,ЗІІ-ЗІ2). 

Формулировка Поуста, таким образом, касается своди¬ 
мости множеств, или, что то же самое, характеристических 
функций. Однако, она без труда может бытъ перенесена на 
сводимость произвольных функций в натуральном ряду 4). 

В $ 4 показана эквивалентность этих обоих определе¬ 
ний сводимости. 

Попытаемся теперь дать наиболее общее, определение 
алгоритмической сводимости решения одной серии проблем к 
решению другой серии проблем в терминах алгоритма Колмо¬ 
горова, а именно условного алгоритма. 

Каждую проблему будем задавать в виде П-комплекса 
К с одной активной вершиной. Решение проблемы есть П-ком- 
плекс также с одной активной вершиной. Очевидно, 1^ 

есть функция от К : 


і - А(К) 


Пусть первая серия проблем образует множество П-комп- 
лексов {Ё>} их решения образуют множество П-комплек- 
сов {с} . С ~ ^(^^^Аналогичво для второй серии 

проблем - множества {Р} и ® функция 

6і - Л (Ё>), Речь идет, следовательно, о том, чтобы 
алгоритмически свести функцию Г к функции 

При изучении функций от комплексов наложим на эти 
функции следующее ограничение. Назовем последовательность 
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П-кошлексов 

^1 <51 


перечислимой, если существует безусловный алгоритм 

Я>(й)=У^ 


Ф 


(напомним, что М есть изображение числа <5^). Шо- 
жество П-комплексов называется перечислимым, если его 
можно расположить в перечислимую последовательность Сбыть 
может, с повторениями). Множество П-комплексов, к кото¬ 
рым применима произвольная алпоритмическая функция, всег¬ 
да перечислимо С$ 5). Поэтому в дальнейшем мы будем рас¬ 
сматривать исключительно функции от комплексов, опреде¬ 
ленные на перечислимых множествах. Что же касается функ¬ 
ций в натуральном ряду, то ш будем рассматривать только 
функции, области определения которых рекурсивно-перечис¬ 
лимы (таковы все частично-рекурсивные функции). 

Вернемся к вопросу о сводимости функции Г к функ- 
ции Д . Построим бесконечныйЯкомплекс, заключающий в 
себе всю информацию о функции Д . Для этого развер¬ 
нем область определения Д в перечислимую последова¬ 
тельность : 



Р,^=Ф(П) 


Множество значений Д тоже развернем в последователь¬ 
ность (вообще говоря ,нѳпѳречислимую) : 





Каждый П-ко»тлекс 


имеет единственную активную вер- 
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шину . Заменим на комплекс Р^ , отличающийся 
от Рі лишь тем, что в Р;^ нет активных вершин Ст.е, 
все вершины Рі , в том числе и с/і , в присутст¬ 

вуют, но ни сіі и никакая другая вершина не выделена 
как активная, П-комплекс О имеет единственную актив¬ 
ную вершину ; совершенно аналогично строится . 

Соединим вершину оСі крмплекса и вершину уЬс кот^ 

лекса (2; отрезком; посредине этого отрезка поставим 
вершину -в^ . Все эти вершины нанижем на беоконеч- 



Акт ИННОЙ вершиной в является . Для того, 

чтобы аккуратно получить Пкомплекс, надо еще в 
дать характеристическую функцию на вершинах и значки на 
концах отрезков. Характеристическая функция полагается 
равной единице на вершинах в*: и той, которая была^на 
вершинах и (2^ • Аналогичным образом устраивается 

и распределение значков на концах отрезков. 

Мы скажем, что функция Г алгоритмически сводит¬ 
ся к функции Д. , если существует такая алгоритмиче¬ 
ская функция ф и условный алгоритм П с начальным 
состоянием , что для любого комплекса В 

п (Е>)=г(&; 
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Про условный алгоритм мы окажем в таком слу¬ 

чае, что он сводит Л к Д . Пустъ Ф и Ѳ - две 
алгоритмические функции, каждая из которых развертывает 
область определения Д в перечисленную последователь¬ 
ность, Можно показать, что если существует алгоритм Пер 
сводящий Г* к А , то существует и алгоритм П 0 , 
сводящий П к Д , так что сам факт сводимости не за¬ 
висит от выбора функции Ф (§5). 

Установим связь алгоритмической сводимости функций 
от комплексов с рекурсивной сводимостью функций от на¬ 
туральных чисел. 

Пусть даны две функции от комплексов Г(К) и Л(Г), 
Они Сем. стр. і9 ) индуцируют в натуральном ряду функ¬ 
ции функциям ^({^) и (5^СЯів свою 

очередь отвечают функции ПЖ) и А(і^) С см.стр. %0). 

Лемма I. Если Г(К) алгоритмически сводится к 
Д(К] рекурсивно сводится к с^ГА) . 

Лемма 2. Если ^ ^ ) рекурсивно сводится к (3 ( Ю, 

то Г(К) алгоритмически сводится к Д ( К) . 

Отсюда нетрудно получить теорему 

Для того, чтобы рекурсивно_^во^илаоь к 

(і'ГА) , необходимо и достаточно, чтобы Г(і^) алгорит¬ 
мически сводилась к Л(к). 

Попутно обнаруживается следующее обстоятельство. 
Частично-рекурсивная функция определяется как элемент 
рекурсивного замыкания класса примитивно-рекурсивных 
функций, после чего доказывается теорема о каноничеоком 
предотавлении каждой частично-рекурсивной функции в ви¬ 
де: 
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где Эб и Ѳ - примитивно-рекурсивные функции, при¬ 
чем Ж - некоторая вполне определенная функция ( ківвпв, 

3 ). Частично-рекурсивная функция, таким образом, оп¬ 

ределяется как результат какого-то числа рекурсивных опе¬ 
раций; после чего доказывается, что можно обойтись впол¬ 
не определенным числом операций, из которых две;и 
Ж " рьз навсегда фиксированы. Точно так же и для про¬ 
извольной функции у , сводящейся к функции , мож¬ 

но написать некоторое каноническое выражение. По предпо¬ 
ложению область ж определения функции рекурсив¬ 

но-перечислима, т.е. можно построить такую общерекурсив¬ 
ную функцию , что Известно, что в 

качестве (р(і7\у) всегда можно взять некоторую примитивно- 
рекурсивную функцию. 

Теорема. Существуют две вполне определенные прими¬ 
тивно-рекурсивные функции ^СЬ1)ъ СіоСи^^оо следующими 
свойствами. Если ^ рекурсивно сводится к'С^) * 

то существует примитивно-рекурсивная функция 
такая что выполняются равенства 
I) й(Х,0)^Х 

где примитивно-рекурсивная функция, пересчитываю¬ 

щая область определения (^(х) . 






Таким образом, функция ^ ыазмвается сводящейся 
к сГ , если получается из с5^ и примитивно-рекур- 
сивннх функций произвольнш числом рекурсивных операций* 
оказывается, чт'' можно ограничиться вполне определенным 
числом операций, из которых три *^ мі со ^ фиксириваны» 
В частном случае, когда в^іюду определена, ра¬ 

венства І/ - 2/ могут быть переписаны в виде 

I/ 0і('Х,О)-=Х 

(х,т},пъ,§(пъ)) 


д 



й/ 


I (х,тм)^ 
^ (х) 


т 


в %% І-?5 более подробно рассматривается то^, о чем га« 
верилось во •Введении". В § I даются строгие определения " 
комплекса, подкомплекса, подкласса и т.д. В $ 2 показыва¬ 
ется, как записать в терминах алгоритма Колмогорова нор- .. 
мальннй алгорифм Маркова и алгоритм рекурсивных функций. 

В $ 3 доказывается, что каждая алгоритмическая функция 
индуцирует в натуральном ряду частично-рекурсивную 
6 § 4 рассматривается проблема сводимости функций. В ( 5 
устанавливается ряд фактов, упомянутых в предыдущих параг¬ 
рафах, говорится об универсальном алгоритме и т.д. 

Андрею Николаевичу Колмогорову автор обязан как по¬ 
становкой задач, так и постоянным руководством во время 
выполнения этой работы. Автор приносит Андрею Николаевичу 
свою глубокую благодарность. 
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ОБО ЗНА Ч 2 Н И Я 


Натуральные числа обозначаются обычно малыми латин¬ 
скими буквами: 

и і.д. 

П-комплексы обозначаются большими латинскими буквами: 

К ,Ь, , >3^, і/, 2 и ».д. 

Функции от натуральных чисел обозначаются обычно 
малыми греческими буквами: 

^(к),^(х),((>(т-) и т.д. 

функции от комплексов обозначаются большими гречес¬ 
кими буквами: 

Г(Ю,Л(Х),Я>{П) 

Иногда к этим буквам приписываются значки и индексы: 

X, « 1 , А и *.д. 

При этом соблюдаются следующие условия: 

1) Если большая латинская буква обозначает П-комп- 
лекс, то соответствующая малая буква обозначает номер 
этого комплекса. Так, комплекс К имеет номер ^ 

2) Если большая греческая буква обозначает функцию 
от комплексов, то соответствующая малая буква обозначает 
индуцированную функцию от номеров комплексов. Так, функ¬ 
ция ^ = Ф(ЗС)индуцирует в натуральном ряду функцию 

3) Если малая латинская буква (например, К ) обо¬ 
значает натуральное число, то соо^етствующая большая ла¬ 
тинская буква с чертой наверху К обозначает П-комп- 
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леке, являющийся изображением этого числа, т.е, П-комп- 
леке 



іел % ра.5 


4) Если малая греческая буква (например, ) обо¬ 
значает функцию в натуральном ряду, то схтветствующая 
большая греческая буква с чертой наверху обозначает изоб ¬ 
ражение этой функции, т.е, функцию от комплексов ^ , 

такую что если * то У “ ^ С 

Например, номер комплекса И есть , изображе¬ 
ние этого номера - комплекс , номер этого комплекса 

^ и т.д. 

Следующие фиксированные примитивно-рекурсивные функ¬ 
ции имеют постоянные обозначения: 

( функция, равенство нулю которой эквива¬ 
лентно тому, что на одной из вершин П-кощ 
лекса ЭС с номером X имеется знак се^ 

номер изображения "энки " чисел 

ЗСи.) у номер П-комплекса (ОС 4 . .... 


ас».-* г-р аз 


Ос. + іраз раз 

зункция, такая что если есть номер 

П-комплекса ЭС - изображения числа X,---: 
то ^ (-Х)-X (функция, обратная к 

номер той связной компоненты П-комплекса 
ЭС .которая содержит вершину со знаком 

Т (х) ^суперпозиция и ^ 
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§1. Вспомогательные опреде¬ 
ления, касающиеся комп¬ 
лексов. 


Множество /К (конечное или бесконечное) объектов 
двух родов - вершин и отрезков - мы назовем комплексом , 
если выполняются следующие условия: 

і/ элементы Ц образуют одномерный топологический 
комплекс; 

2 / на вершинах К задана характеристическая функ¬ 
ция принимающая целые положительные значения^ 

З/ каждой вершине в- сопоставлено некоторое множе¬ 
ство целых положительных чисел (значков); мно¬ 

жество 2приведен^ во взаимно однозначвоѳ соответ¬ 
ствие с множеством 0%)о трѳзков, отходящих от верши¬ 
ны 6- . 

Если множество К конечно, то комплекс назовем ко¬ 
нечным, в противном случав назовем комплекс бесконеч¬ 
ным, Пустое множество будем считать частным случаем ко¬ 
нечного комплекса. 

наглядно можно представить себе, что каждый отре¬ 
зок комплекса несет на себе два значка - по значку на 
каждом своем конце, если взять некоторую вершину в и 
рассмотреть множество значков, стоящих на обращенных к 
этой вершине концах отрезков, отходящих от этой верши¬ 
ны, то это множество и есть Г(е). 

Множество Іи назовем подкомплексом, комплекса /Г , 




если выполняются следующие условия: 

1 / 1-, есть подкомплекс в топологическом смысле; 

2 / на вершинах Л определена целочисленная функ¬ 
ция причем 

З/ каждой вершине из Ь сопоставлено некоторое 
множество 2^ целых положительных чисел (значков); 
множество ^^(^Упривѳдено во взаимно-однозначное со¬ 
ответствие с множеством О {^отрезков, отходящих от 

/ 

вершины ^ и принадлежащих ^ . Требуется, чтобы: 

а/ с ^ - 

б/ соответствие между ^ ^^было тем, кото¬ 

рое индуцируется соответствием между 2>у. 01^). 

Множество назовем подьсдассом комплекса /Г > ес¬ 
ли выполняются следующие условия: 

1 / есть подкомплекс в топологическом смыс¬ 
ле; 

2 / на вершинах ОЬ определена целочисленная функ- 
чш ^^(е) жрташ 

З/ каждой вершине е т ОС сопоставлено некоторое 
множество 2*^^^/^Цвлых положительных чисел( значке в); 
множество 2 приведено во взаимно-однозначное со¬ 
ответствие с множеством (Уотрезков, отходящих от 
вершины ^ и принадлежащих комплексу К * Требуется, 
чтобы 

б/ соответствие между 2 ^ было тем 

х/ При этом, очевидно 0^с 0^ 







же, «что и жѳжду ^ 

Таким образом, подкомплекс /г отличается от под¬ 
класса ОѴ тем, что в случае подкомплекса // мы ассоци¬ 
ируем с каждой вершиной лишь те значки, которые при¬ 
надлежат лишь отрезкам из іи , инцидентным с этой вер¬ 
шины, а в случае подкласса ОЬ мы ассоциируем с каждой 
вершиной все отрезки из К , инцидентные с этой верши¬ 
ной* йными словами, из вершины подкомплекса мы можем 
"видеть** только те отходящие от нее отрезки, которые 
принадлежат /и , .а из вершины подкласса - все отходя¬ 
щие от нее отрезки. 

Подкомплекс (подкласс) будем называть натянутым 
на множество своих вершин. 

Две вершины назовем соседними ,если они соединены 
отрезком. Вершина называется соседней с множеством , 
если она не принадлежит и является соседней хотя 
бы с одной вершиной уіъ Л * Вершина называется крайней 
для множества Л , если она принадлежит Л и является 
соседней хотя бы с одной вершиной, не аринадлежащей 
Л • Замыканием СЛ множества Л называется минималь¬ 
ный подкомплекс, содержащий как множество Л , так и 
множество всех вершин, соседних • Отрезки, соеди¬ 

няющие вершины Л о вершинами, не принадлежащими к 
Л » называются внешними для Л * Очевидно, внешние 
для л отрезки соединяют крайние вершины для с 
вершинами, соседними о Л • 

подкласс отличается от подкомплекса тем, что,имея 


А' 
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дело с подклассом, мы обращаем виіманхѳ на внѳшніе от- 
рѳакіі. 

Комплекс !/{ вааовем ограниченным , если ограничено 
множество Ик1‘)] дначевиМ характеристическое фумк- 
цин и ограничено множество У 2 (т*—е* Сово¬ 

купное множество всех значков, встречакьдихсв в /Г )• 
Зсіоду в работе, не делал специальных оговорок» рассмат- 
риваштси только ограниченные комплексы» Ограничеыноі^ 
комплексу припишем порлдох (^ где 

Л. = ^ бі^Зир и 

В множестве порядков комплексов можно ввести частичное 
упорядочивание, полонив 


если одновршіеиво /I. ^ /ь« и . 
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1 . 

Во Введении было отмечено, что алгоритмы в смыс¬ 
ле других определений автоматически записываются в 
терминах алгоритма Колмогорова. 

При изображении на бумаге П-комплѳксов условимся 
о следующем: 

і/ активные вершины будем выделять, обводя их кра¬ 
сными кружками; 

2 / значки, стоящие на концах отрезков, будем для 
простоты опускать; 

З/ разрешим характеристической функциипри¬ 
нимать в качестве значений не только натуральные чис¬ 
ла, но и некоторые символы (например, буквы из алфа¬ 
витов А.А.Марюова). Если угодно, можно считать, что 
эти символы просто обозначают некоторые натуральные 
числа. 

Для записи любого алгоритма в терминах алгорит¬ 
ма Колмогорова нужно расчленить записываемый алгоритм 
на отдельные, достаточно четкие операции. 

2 . 

Покажем, как записать алгоритм Маркова в терми- 


нах алгоритма Колмогорова, Мы предполагаем, что чита¬ 


тель знаком с определением нормального алгоритма по 
статье [</]. 

Слово из алфавита Маркова мы будем 

изображать комплексом 

СІі. 

о -о— • ■ • —^ 


который для простоты будем записывать в виде 




Пу 


считая, что между соседними буквами проведены отрез¬ 
ки, В случае, если потенциальный подкомплекс несвязен, 
отдельные его компоненты будем отделять синей верти¬ 
кальной чертой. Например, для П-комплѳкса 

® 


<Х\ 



потенциальный подкомплекс запишем так: 

I ^0^ ^ 

Нормальный алгоритм задается схемой 

( ^^ Л — 

(<^^) , 

Пусть слово л имеет вид 


т. 




О р«<) р Ш р(і 

а слово - вид 

Для простоты будем считать, что все слова ^ не 
пусты, 


Л. в, 




Укажем, как задать соответствующий алгоритм Кол¬ 


могорова* 

Мы хотим применить нормальный алгорифм к слову 

которое мы запишем в виде П-комплѳкса ,/! 

Расчленим процесс применения нормального алгориф¬ 
ма на отдельные операции* 

Сперва мы припишем к П-комплѳксу ей слева циф¬ 
ру !• Это значит, что мы будем применять к нему под¬ 
становку В терминах алгоритма Колмогорова 

приписывание цифры 1 задается парой ( Н, Н ) ,из 
множества правил переработки (пару Ну //^нан 

будет удобнее писать в виде 


(I) 



(х^ 


Пунктиром будем показывать то взаимно-однозначное 
соответствие, которое установлено между играничными вѳр| 
шинами Н и некоторым множеством вершин Н • Мы бу¬ 
дем пунктир опускать там, где это соответствие очевид¬ 
но (как, например, 2 (I)). 

Чтобы алгорифм можно было применять к любому 
слову из алфавита, надо чтобы в правиле (X) и 
последующих правилах переработки под буквами 
понимались любые буквы из рассматриваемого алфавита* 
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Поэтому правило (I) (как и другие правила) на са¬ 
мом деле является серией правил (если в алфавите 
букв, то (I) является серией из правил). 

Теперь мы должны применять подстановку 
Для этого сперва выделим в группу из ПЪ^ букв 
( - число букв в )• Мы выделим эту группу в 

качестве потенциального подкомплекса. Это достигается 

последовательностью правил: 


Ш') ©©«I 

(2’) ©©й». 




@©Ѳ0 




’А меньше 


(И'-'Щ 

При ЭТОМ м5жѳт случиться, что в 
букв, чем в и мы дойдем до конца слова л , не 

успев выделить /71^ букв. Это значит, что А не со¬ 
держит вхождений слова и мы должны начать приме¬ 

нять (Оі^)т Поэтому мы должны иметь следующую совокуп¬ 
ность прав ил. 

Появление цифры 2 и означает, что мы будем применять 

Если этого не случилось, то мы благополучно выдели¬ 
ли в потенциальное множество из первых (считая 

слева) буісв и получили Ц-ко мплекс 

^потенциальная часть 






- 


Теперь мы должны посмотреть, совпадает ли слово 
пі^-^ словом ~ ‘ ’ ' 

С(^^падаѳт* Тогда его надо заменитьша 
Таким образом, должно быт ь правило 

ж (ж) 0 '©<‘:- 0 С' с 

Появление цифры 1 говорит о том, что к получившемуся 
комплексу надо снова применять подстановку (ОС,). 

Если заключительная подстановка, что 

записывается то правило (Д) видоизменит¬ 

ся так -Г-. 

т Ѳ0' ©<-^ѲС’-С С 

(Й (чЬ -.^т о'п-' - - - 


(~БУ к в> А Сі ву К В а 

а^'раьит а ) 



Пусть теперь слово 6?^^ совпадает с 

т Тогда мы должны всю эту группу из /71^ букв пе¬ 
редвинуть на одну букву направо: 


ш *) 000 


Это правило пишется для всех групп из букв 

^«отличных от * 

Применив (Л^), мы получим П-комплѳкс 

Г ^ і 

в в»т»р 1 м надо иссхідовать на предмет соввадения с 
группу из /7?^ »букв 


^ П I 


е.-;э 


ь* 




Еоли эта грувна севвадает с , мы заменяем ее не 

если нет - сдвигаем неправа еще на одну букву. 





Если словоі^ вообще нѳ содержит вхождений 
то мы пойдем до конца этого слова и перейдем к при^ 
мѳнению подстановки ( .Это осуществляется 


правилом 








и так далее. Каждый раз мы применяем одну из 


подстановок 


( 


ни е/іі НИ «У?. 


смотря ПО тому, каідая цифра стоит ] 
спереди. Если слово іА не содержит вхождений слова 
Л;. ,то мы перейдем к ^ 

С перешли к ( ОЬ^.^ ' 

Процесс длится до тех пор, пока 

или 1/ произойдет заключительная подстановка 
или 2/ мы просмотрим все подстановки 

)и не обнаружим в Л вхождений 
V пм «/'э, •••> ни Л/ь- 
В обоих этих случаях цифра, стоящая спереди, ^ 

"гаснет", вместо нее "вспыхивает" знак , после 
чего работает уже написанное правило 

( 1 ^) (^си 

Все остальные не выписанные нами правила совер¬ 
шенно анологичны, их нетрудно выписать в явном виде. ^ 
Мы видим, что машина Колмогорова, осуществляющая 
нормальный алгорифм Маркова, строится хотя и утоми¬ 
тельно, но совершенно автоматически. 


3. 


Так же автоматически записывается в терминах 











алгоритма Колгомогорова и вычисление произвольной 
частично-рекурсивной функции. 

Назовем изображением числа х П-ком- 
плекс ЗС вида. 




% 

-О— 


% 

-О— 


г 


% 

-а— 


•> 

-о 


схч 2. Р а, 3 

Изображе нием "энки* ч иселназовем П- ком¬ 
плекс ( сХі, ... 


г г 



% ^ 


ра.і 


ОС^чЗ. РЗ-З 


который (^удѳм. записывать также так: 








Назовем функцию ^( а^Да^-^зс ^ычиолимой . 

если существует машина Колмогорова ^ * пѳрѳ- 

рабатывающая П" комплекс ^ в П- ком¬ 

плекс 

Мы хотим показать, что всякая частично -реку- 
рис ивная функция вычислима. 

Частично -рекурс ивная функция - сокращено чрф- 
опрѳделяется так [З] ^[*^] • Задается серия на¬ 
чальных функций. 

И указывалтся рекурсивные операции, позволяющие 
по уже построенным функциям, строить новые; 

1/ /Оуперпоэиция/. Если 

у ( ... , Хп.)~ У'(Уі (Хіу-уХ^)^ . .. ^ (Х^ Xл,^/ 

тоже чрф. 














2/ /Примитивная рекурсия/. Если 


о и ос гх. - і , ОС^ ^ ”^рф » ’ 

где ^(Хі, . - - ^ оСѵ^^ задается равенствами ^ 

^Сл:і, . ■■,ос^-і,о)= іь(х^,, . . ,0^^-,) ' 

I (X,,..., зс. „, 5 ( X.,. .. I (ж. ....Л 


3/ / Применение Клиновокого оператора 

Если Х^; у ) - чрф 

ТО чрф и 

Класс частично-рекурсивных функций опрѳделяѳтсі 
как минимальный класс, содержащий начальные функции 
и замкнутый относительно рекурсивных операций. 


Чтобы доказать вычислимость любой частично¬ 
рекурсивной функции, достаточно доказать поэтому, 
что начальные функции вычислимы и что рекурсивные 
операции сохраняют вычислимость, Шыми словами, 
надо во-первых построить машины Колмогорова для 
начальных функций, и во-вторых показать, как,имея 
машины для заданных функций построить машину для 
функции, получающейся из заданных рекурсивной опе¬ 
рацией. 

Доказательство, таким образом, идет по индук¬ 
ции. При этом нам выгодно усилить индуктивное пред¬ 
положение, Именно, будем строить для чрф не просто 
машину, а допустшчіую машину. 

Будем считать, что каждой частично-рѳкрусивной 
функции отнесен присущий ей одной функциональный 
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( 2 , 01 ) 

( 2 , 02 ) 


знак у и т.д, /, причем в этом (|)ун- 

кциональном знаке содержится Ш(|)ормация о всех 
рекурсивных операциях, создавших эту (|ункцию* Мы 
скажем, что для функции у^^^«.Упосрроена 
допустимая- машина '^4 , если ^ перераба¬ 
тывает любоЛ комплекс вида . 

" % 




ра-і Э0к-*-і раз 

/ где и К- произвольные комплексы, аі 

один из знаков! ^ ( левая скобка) или 5 

(запятая), а из знаиоз)комплексе 

вида 

^-♦г. Раз 

( с теми же самыми ^ ^ 9 , • Допусти¬ 

мость машины означает попросту говоря, что в про¬ 
цессе переработки мы не выйдем за пределы комплек¬ 


са 


Ы “> 


ф ( 


V 

-о- 


-о- 


р г ^ / 


Все машины, которые будут строиться в этом парграфѳ 
допустимы* 

Для простоты комплекс вида 

" ’ ч?" 

Йудѳм записывать 


г 9 г г >) 9 

—о—-о 


, ^ , 2.... г,- -г-), 

считая соседние символы связанными отрезком. Если 
же они не связаны, то, так же как и раньше, условим* 
ся ставить между ними вертикальную синюю черту. 

Еще короче комплекс мы будем записывать так: 

, (( ~ ’ 


( 2 . 03 ) 
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Йтак, сперва надо построить допустимые машины 


для начальных функций* Покажем это на примере функции 

^ (сс]= Хч-І 


Задается П- комплекс 



Надо его переработать в П-комплекс 



Это достигается правилами переработки 



- 

,0( I г(^г 



здесь возникает 

тот самый 
символ Я ) д 



г гіѵ 






’ Ѳ( ^ I 
.©(, I 
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Тѳпѳрь надо показать, что если для некоторых фун¬ 
кций существуют допустимые машины, то и для функции, 
полученной из них рекурсивной операцией, существует до¬ 
пустимая машина* 

Суперпозиция * Пусть для функций 

С троены допустимые машины 
^ • Нужно построить допустимую ма¬ 
шину для функции 

Ее построить легко. Действительно, легко постро¬ 
ить допустимую машину со следующими свойствами* 

Если дан П -комплекс 

(2.04) 

то она перерабатывает его в Гі-ко^^плекс 



(г.о5; , у ( 


После этого пускается в ход машина » которая заме¬ 
няет в (2,05) подкомплекс, » на *2. ^ 

(І, изображение числа , где ^»г.^• Получа¬ 
ем П-коМПлеке _ 

(2,Об) л у 

Легко написат^^правила, перерабатывающие его в 

(2,07) ^ѵѵѵ(ЗСі~ 

А тогда пускается в ход и получается 

(2,8) (Х^ еХн), 

где "Ід рз-г 
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и так далее, В конце концов получим 

( 2 . 09 ) 

Этот комплекс не'трудно переработать в комплекс 


( 2 . 10 ) 


После чего пускаетс я в ход машина , которая пере¬ 

рабатывает (2,10) в у .(3 изображает > где 

Примитивная рекурсия. Для.простоты рассмотрим слу¬ 
чай функции от одного аргумента, задаваемой рекурсивны¬ 
ми равенствами Р(о)^ ^ 

Легко построить машину , которая перерабаты¬ 


вает комплекс ^ 

(2,11) ,н)( X ), _ 

і/ если X - О - в Н (изображение’ ^ ) 

2/ если Х>0- в комплекс 

^ (Х-^ ? К )•> 

где Х'і - изоб^жеі^ числа ос ^ ^ ^ ?!!от рѴз о к 

Там же машина, работая дальше, переработает комп¬ 
лекс (2,12) 

2. і/ если Х-і в комплекс 

2, 2/ если ЭС'1><3- в комплекс 

(2,13) ),),)), 

й так далее. В конце концов, комплекс (2,1і) пере¬ 
работается в комплекс 













(2.14) 




Х-Зѵ" 







раз 


Нетрудно теперь задать правила переработки, кото¬ 
рые бы превращали комплекс (2,14) в изображение числа 
'^= ^ С'^) .Для этого комплекс (2,14) надо рас¬ 

смотреть как формулу и произвести ее свертывание, на¬ 
чиная с внутренних скобок* 

Оператор« Несколько более громоздко, но то¬ 
же, если подумать, достаточно просто, дается прием, как, 
зная машину ^ для ... ,Хп,;^^построить машину 

* ^ 

Для этой машины нужно написать 31 правило переработки 
(не считая правил, задающих "7^ , которые тоже включа¬ 
ются в задание ). Вероятно, это число можно сок- 

А 

ратить. Мы не будем выписывать эти* правила. 

Таким образом, оказывается, что для всякой час¬ 
тично-рекурсивной функции у -существует 
допустимая машина, перерабатывающая П-комплѳкс 

в П-комплѳкс у 


Отсюда следует, что все частично-рекурсивные функ¬ 


ции вычислимы 




§3. Рекурсивнооть 

на Колмогорова. 


алгорит- 


1 . 


В этом параграфе показывается рекурсивноеть безус¬ 
ловного алгоритма Колмогорова* 

Для этого устроим "арифмѳтизациЕо" этого алгорит¬ 
ма. каждому П-комплѳксу К мы отнесем натуральное 
число І - его номер. 

Произведем сперва одно - усовершенствование маши¬ 
ны Колмогорова, Шенно, исключим из правил переработки 
слово "стоп". Будем считать, что конец процесса насту¬ 
пает тогда, когда на одной (и единственной) из вершин 
П-комплѳкса появляется символ оі} . Связная компонента 
этой вершины и есть решение. Вместо пары (Н^ <г<стоп>>) 
будем, таким образом, писать пару Н 9 Н ^ , где Н 
отличается от Н только тем, что на единственной (по 
условию) активной вершине Н поставлен символ ^ * Яс¬ 
но, что для каждой машины Колмогорова в старом смысле 
можно построить машину в новом смысле (и обратно), 
задающую ту же функцию от комплексов (с точностью до 
символа ог^ на активной вершине). 

Соответственно расширим понятие П-комплѳкса, вклю¬ 
чив в число значений характеристической функции символ 
Оі? • Впрочем, этот символ можно считать просто неко¬ 
торым фиксированным натуральным числом. Отождествим его. 


например, с единице^* 


2ш 

Между П-комплѳксом и его номером стоит промѳясу точ¬ 
ный об 'ѳкт- таблица. Занумеруем вершины П-комплѳкса К 
в каком-нибудь порядке: Составим таблк- 

цу Тк: 


1 

0 

^Оі. 

1 

Г . - 

< « < 

о 


^іг. 

• ’ ’ 





1 

4 

і 

■« 

% 

« 

% 

1 • 

я ‘ ' • 

и. - 

1 

\ 


,,, 


Мы полагаем ' если 

соединены отрезком, Если же они соединены отрезкомі, то 
полагаем ^ равным тому значку, который стоит 

в конце этого отрезка, обращенном к , Кроме того, 

п ^ ^ 

ПОЛОЖИМ сіс^ ^ и 


Здесь - ФЗ^нкция, выделяющая активные 









вершины: если активна и в 

противном случав 

Две таблицы, отвечающие одному и тому же П-комплѳк- 
су (и соответствующие разным нумерациям вершин этого 
П-комплекса) назовем эквивалентными» Каждому П-комплек- 
су с числом вершин Ѵ' отвечает множество из гл- I 
эквивалентных таблиц (столько, сколько различных нуме¬ 
раций вершин П-комплекса); некоторые из этих таблиц мо¬ 
гут совпадать» 

Введем порядок в множестве таблиц. Кмѳнно, запишем 
таблицу в строчку: 


<^оо ^04. 


^ л/ 
іг ^ іо 


& 


І1 


4гг 




■ ^ «г ■ • • кто ^ 1Г4. 


СХ 


Ц-О- 


А среди строчек введем словарный порядок. 

Назовем таблицу нормальной, если нумерация вершин 
П-комплекса устроена так, что сперва идут все вершины 
из множества^ с!^ активных вершин, затем все вершины 

из множества Р граничных вершин, а затем - вершины 
из множества (? пассивных вершин^ слс. с т р. 13). 
Нормальная таблица имеет вид 
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Н 



0 Л„ 

, Г 

* ‘ * ^оа ^ойн * '• 

1 ■' і' 

с(ои 'бі,і ^.. 


і - 

« 

^іан *' - 
* • 1 1 


1 



^аа 

й О^а йч • 

■ ^0 О' 

Р 

♦ * 

і 


«(,«)( • 

* 


скі 

* ' - ^9к€і , • , 



( 

<к.,^ - - 

‘^«чво<е.,Лі .. 


& 


... . — 

’ 

- ' 

( 

*^1Г» ^ ІГ1 

. - - - - 




Мы будем употреблять для нормальной таблицы такую 
запись: 

л г с 

А АААгАС 
Г РЛЛГГ& 
е САСР 

Заметим, что потенциальному подкомплексу Н 
отвечает нормальная таблица , занимающая левый 

верхний угол нормальной таблицы ; 


и что всегда 


і ЛР 
Р и РГ 


00 - • с 

о о * * • о 
* * • * • 
о о . • • о 


& * (у 
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Рассмотрим множество 


|т,і 


нормальны! таблиц. 


отвечающих П-комплексу І/{ .В левом верхнем углу 
помещается таблица отвечающая П-комплѳ&су Н • 

Отберем, те Тц , у которых Т,^ минимальны (в смысле 
нашего порядка). Получим мноі^ѳство 1Т,} • Из мно¬ 


жества 


|Т,) 


выберем теперь минимальную таблицу, 
которую назовем канонической таблицей для П-комплекса 
К • Каждому П-комплѳксу эффективно и однозначно соот¬ 
ветствует каноническая таблица и обратно по каждой ка- 
ыоничѳсіюй таблице эффективно и однозначно восстанавли¬ 
вается П-комплѳкс. 

Весь алгоритм переписывается на языке канонических 
таблиц. 

Состояние машины есть каноническая числовая табли¬ 
ца Т • Каноничность таблицы усматривается непосредст¬ 
венно из ее вида. В самом деле, легко обнаружить, от¬ 
вечает таблица некоторому П-комплѳксу или нет (чтобы 
таблица отвечала, некоторому П-комплѳксу необходимо и 


достаточно, чтобы ^ ^ 




, все ^ 


имели вид 


3*^ или 2:3*^ и, наконец, нули в таблице бьши располо¬ 
жены симметрично). Если же таблица отвечает некоторому 

П-комплѳксу, то в ней легко обнаружить активные столб¬ 

цу 

цы и строки (т.-е. столбцы сѴномером ^ , для которіос 


ск 




Ч 


имеет вид 2?3 и строки с тем номером 




для 



которых (і^^ имеет вид ). Столбец (строка) назы¬ 
вается потенциальным, если он активный или если он пе¬ 
ресекается с некоторой активной строкой (столбцом) по 


отличному от нуля элементу* Элементы, стоящие на пере¬ 
сечении потенциальных столбцов и строк, образуют потен¬ 
циальную таблицу Т|.[ • Таблица Т называется кано¬ 

нической, если ее потенциальная таблица занимает в ней 
левый верхний угол. 

Итак, состояние машины есть каноническая таблица 
^'за один шаг машина, находящаяся в состоянии Т » или 
і/ перерабатывает Т* в Т , 

2/ дает сигнал о конце процесса (в том случае, ког- 

I ^ ^ Сг^ 

да одно из чиоѳл (Лоі имеет вид 2^3 

о > 

или З/ останавливается безрезультатно. 

Переработка Т в Т происходит на основании пра 
вил переработки, которые мы запишемі так: 

Столбиком выпишем потенциальные таблицы Ты Дн 

(они отвеча^ют первым элементам з парау ('Н,Н^. *' ^ ^ 

Против каждой из них выписывается таблица 
ѳтся такая схема: 




Получа* 


\ 1 

^н: 

т 


4 ^ * 



т т 

‘Но н 


:)(■ 

$ 


х/ А так как мы отождествили со 
число попросту равно б. 


с.единицей, то это 
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Каждая таблица ^ - каноническая. Таблица 

не каноническая (и даже не нормальная), а вот какая. 
Таблица имеет вид 


Я 


р 



... біса 

^ф<К41 • • ' 

1 1 


1 



‘^А.І 

- - ^4.а 

... 


! 









л 



- .. 

'о/ 

4 


лл 


• * * 0 

^Оі4Жй*і .. . 


Г 1 

РЛ 









••• 


йНи 




г 


где нумерация вд^^устроейа так, чтобы таблица 

была канонической. Тогда таблица Тн* имеет вид 


л 


р 


-К 


Л’ 


1 ^- 


о 

ОСр^ 


«ор»^ ІМ 

о/ ’ 
о^т 



<^4'. 

^14 •'' 


^ » 

«4|»*4 - 





— ‘ - • 


. 

* - • • 

у?* 

я"" 


... 


‘*гр.і ••• 



‘;?Ѵ 

о(^ 

р4|Р 

... 

* * • 

^ ' 


'/'Г 




» • * ^ • 




Л р4^Р 


1 г****! 

[ Ѵ*г«- 
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Здесь Ы. = Ъ 

где (^^<(в^ - новая характеристическая функция, Оі 
новое распределение активных вершин. При этом нумерация 
, ... + произвольна(так что ^1^ не есть, 

вообще говоря, активное множество), с тем только услови¬ 
ем, чтобы вершины €совпадали с вершинами 

(ведь при переработке /-/ в вер¬ 

шины И8 Р не меняются). Отреаки, соединяющие верши¬ 
ны . » также остаются неизменными 

(хотя значки на них могут и измениться), поэтому в таб¬ 
лицах 


^С^+4. (Х^і ■“ 0.4ІЛЛ^ \ 

1 



, *•' * 1 

« • * * 

4 

1 '^а+ѵи ач-і о(.а + ^.а+«^ 

И 1 


- Ь • « 

" “ * 1 

ч- - * * 

р4 р 


нули расположены на одинаковых местах* 


Итак, таблица 


ЙІВ і В І Г’^ В» 


р* 

л"" 


я 

я ля ЯР 
г Ря рр" 


-ьаменяетсяг 

^^^драбѣ^тыий^^ 


'/^“ГЯ’ГГ 


I? Іѳршины р совпадают с вершинами /" ^и\%вадратах 


-1^ 


рГ ж Р Р нули расположены на одинаковых местах* 
Пусть теперь дан8^ каноническая таблица Т , в 













‘- 5 '?" 


левои верхнем углу которой стоит потенциальная таблж- 
ца Тн : 


Т = 


^ ^ 6 ^ 
Я яяягд 
р РЯ РР РС- 

о о г со 


я Р 

я ял яг 

у РЯ РР 


^ на I и вставляем 


Тн* 


Смотрим, находится ли ® левом столбце схемы пере¬ 
работки, и если нет, останавливаемся безрезультатно, а 
если да, то заменяем Тн на Ти 
вместо Тн н таблицу Т : 

X Г 

"ГгУРГрГ 

о сТсГ 


При этом 

СЯ ! 




го 

&Р с-0 


и участок 

ГѴ 


ГО 

ОгГ СС 


1 


не меняет 


А 

После этого мы строим каноническую таблицу Т , экви¬ 
валентную Т (ясно, что Т* строится по Т эффектив¬ 
но). Таблица Т н есть результат одного шага перера¬ 
ботки таблицы т. 

Если Т такова, что она дает сигнал о конце про- 

Т 

цѳсса, то нужно построить таблицу і^, отвечающую связ 




ной компоненте вершины оо в том комплексе, которому 
отвечает таблица Т* • Таблица - "связная компонен¬ 
та" Т* строится по Т эффективно; ее построение опи¬ 
сывается аналогично тому, как мы описали построение Т 
поТ. 


3. 

Перейдем теперь к нумерации алгоритма. Для этого 
запишем таблицу Т в строчку 

О^оо ••• о \у ^ 4-0 • ' • ^ I V • ^ ѵо ' ' ' ^ 

Всего в строчке ( знаков. Сопоставим ей по ГЭдѳ- 

ЛЮ число лу^ГП^]^ 

где рі - і-тое простое число. Тогда каждой таблице 
отвечает число - ее номер. 

Номером П-комплекса будем считать номер соответ¬ 
ствующей ему канонической таблицы. 

Рассмотрим теперь алгоритмическую функцию от комп¬ 
лексов -> / , / \ 

Ь -Г(К) 

Ей соответствует некоторая функция от канонических таб¬ 
лиц Т,-Г(Т,) , которая, в свою очередь индуци¬ 

рует функцию от номеров этих таблиц, или, как мы услови¬ 
лись считать, номеров этих комплексов: 
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Покажем, что частично-рекурсивная функция. 

Сделаем это так. рассмотрим функцию б'( к) , та¬ 
кую, что если то ^{к)-л^(Ѵ). Из то¬ 

го, как мы описали переработку 7^ в Т* , ясно, что 
6‘ік) - примитивно-рекурсивная функция. 


Введем функцию 9 ( к , ^(б' ■ б" (к)) •) 

^ ѵѵ\- р а. 3 

Это есть номер канонической таблицы 'Ѵ , полученной 
на ггѵ -ом шаге переработки Т' • ФуніщЕя при¬ 

митивно-рекурсивна, ибо 


^(к,о)=к 

, т-*'1 )-^уГп.)) 


Итак, идет процесс. Получается последовательное^ таблий 


,, 1-р 


грг^ ‘ Гр О- ^ 




их номера Г Й ^ ^ ^ 


Процесс продолжается до тех пор, пока на активной 

Т т, 

не возникнет сл? , т.ѳ. пока номер -5 таблі 
цы Т не будет удовлетворять равенству (см, 

обозначения, стр, '5'!) Итак, процесс продолжается до пер¬ 
вого ГПо » удовлетворяющего равенству сир }п)^=0, 

т.-е. до ^п[са^(^^Ск, ^гс)} = 0^ . Тогда р ( ^ ,т^) 

' Гр то 

есть номер таблицы і , на которой процесс обрывает¬ 
ся. Чтобы получить решение, надо построить "связную 

Т то 

_^ ; ее номер есть, очевидно, примитив¬ 
но-рекурсивная функция от номера Т (см. Обозначения), 
Итак, номер решения есть 

т е. части чко - рекі/рсмбиая функция. 




~в,о- 


4. 


В предыдущем параграфе было показано, что каждая 
частично-рекурсивная функция вычислима. Покажем теперь, 
что каждая вычислимая функция частично-рекурсивна. 

Пусть дана вычислимая функция ■у ••• 7 ^ ) 

Г[о о пр елей еникі ^ _ 

^эді^ѵ"сущѳствуѳт алгоритм, перерабатывающий П-комплѳкс 


14 , равный - - 

в П-комплекс Л , равный У • Как мы только что доказа¬ 
ли, номер ^ комплекса /у есть частично-рекурсивная фунмі 
ция от номера {( комплекса К : 



С другой стороны, очевидно, что номер р( есть примитив¬ 
но-рекурсивная функция от чисел ; 


^ = Ѵ(хі^ ..., 

Также очевидно, что число у есть примитивно-рекурсивная 
функция от номера своего изображения 


^( 1 ) 

Итак, 

Следовательно, ^ (х^ ^^ОСу^) •• частично-рекурсивная функ~ 
ция. 


Более того, было показано, что 

^ ( Й)-- I (]о( Іш(^ік,т))^о])) 

где л со ^ некоторые вполне определенные примитивно¬ 
рекурсивные функции. \ 







Таким образои 

Если положить 

^(ѵСоСі, ..., = 


то получим окончательно 


^(а,, (х^,...,^^,/-пі[ш(^(х^^...,х^^туо])). 


При /г = ;/ эта формулѣ дает 

(Х,/^Уп[сю(^(ѵс,Пь))=-0])) 

Мы получили тем самым новое каноническое выраже¬ 
ние для произвольной частично-рекурсивной функции. Здесь 
"Х т сю фиксированные, а ^ - произвольная примитив¬ 
но-рекурсивные функции. 


своди- 


$4. Алгоритмическая 
мостъ. 

1 . 

Прежде всего, уточним определение Т'юринговской сво 
димости, одновременно обобщив его на случай сводимости 
функций. Будем считать что функция сводится по 

Т'юрингу к функции , если осуществляется следую¬ 
щая конструкция. Машина, вычисляющая * вырабаты¬ 
вает число /71^ и ставит вопрос с< В зависи¬ 
мости от значения вырабатывается и ставит¬ 

ся вопрос §(п\і)=Ъх И так далее. Если все время да¬ 
вать ответы на вопросы ((§Сі^і)=Ъ)» то, наконец, мы 
придем к ответу и на вопрос (( ^'(х)= ?». 

Изложим все это более строгим языком^ Каждое 
есть вычислимая функция от всей предшествующей строчки. 



Чтобы избежать функций с бесконечно-возрастающим числом 
аргументов, последовательность 


будем задавать ее гѳделевским номером 



где 



простое число 


Тогда 


т^-у'Мх, /тгѵ, ^ ))) 




где (и^) вычислимая, т.-ѳ. частично-рекурсивная 
функция. Эту функцию назовѳмі сводящей » 

Процесс построения чисел продолжается до тех 
пор, пока мы не получим сигнал, что пора остановиться. 
Устроим этот сигнал, например, следующим образом. Бу¬ 
дем считать, что существует сигнальная функциясо 
следующими свойствами: 

если процесс следует про¬ 

должать 

если то процесс останавлива¬ 
ется и ,3{Щ,і))І и есть искомое значение 

функции (ос) : ^ (ос)^гп^ 

Итак, 

^Т)функция (^х) сводится по Тьюрингу, или Т-сводит - 
ся , к функции , если существуют частично-рекурсиВ' 

ные фунісции у'(іх) (сводящая) и Х(^) (сигнальная) со 
следу щюли свойствами. Фунщия у (и.) задает последова¬ 


тельность 


ітід - (г (х, /Пі, 5',..,, ))) 

Имеет место равенство 

^ СаЬ 

где ^ - наименьшее число такое, что 

У- 8'(ті), =о 

Кроме того, рассмотрим еще следующие три опредѳ- 














•'(о ^ " 


лѳния сводимости. 

(к ) %нкция у (х) рекурсивно сводится, или Я - 
сводится к функции (5Сх) , если у (х) содержится в ре¬ 
курсивном замыкании функции с5'Сх;. 

) функция у ("х^ алгоритмически сводится, или 
Л - сводится , к функции ^ если функция от комплек¬ 

сов Г(^) алгоритмически сводится к функции от комплек¬ 
сов д (ос) 

с с ) функция ^ (х] канонически сводится, или С - 
сводится , к функции (^(х) і если существует примитивно¬ 
рекурсивная функция такая, что выполняют» 

ся равенства 

і) 0(х,0>х:^ 

где ^ и - некоторые вполне определенные примитивно¬ 
рекурсивные функции (см. Обозначения), а С>^) « при¬ 
митивно-рекурсивная функция, пересчитывающая, может 
быть с повторениями, область определения (х) , 

Все эти определения касаются функций от одного ар¬ 
гумента. Чтобы перенести их на случай большего числа 

аргументов поступим так. Отнесем каждой функции 
ее одноместный представитель ^ ('^) так, чтобы 

х/ Алгоритмическая сво)]^имость функций от комплексов 
определялась во Введении. взаимоотношении между 
^(х)ііт(^) и между с(х) м 2(СГ) - см.Обо значения. 
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х^))= ^ х^) 


* ' ' Р 4 


Будем, считать, что каждая функция по определению сводит- 
ся во всех перечисленных смыслах к своему одноместному 
представителю и обратно* Поэтому нам достаточно иметь 
дело только с одноместными функциями. 

Мы покажем эквивалентность всех этих определений 
сводимости* Сделаем это по схеме; 


я-^т-’.л 


с 


Если С~ сводится к §(х), то и подавно ^(х) 

Я - сводится к (У Сх) , 


3 * 

Пусть функция ^ Я - сводится к ^ (х), Надо 
показать, что имеет место Т*сводимость. 

Очевидно, что сама функция (х) и все примитив¬ 
но-рекурсивные функции Т-сводятся к 6^ (х) , далѳѳввѳ- 
дем индуктивное построение* Пусть некоторые функции 

Т-сводятся к (х) * Тогда для них 
существуют свадящиѳ функции ^ и сиг¬ 
нальные функции Ху» • Пусть теперь некоторая 



функция получается из рекурсивной опе¬ 

рацией. Нужно построить для сводящую функцию 
и сирнальную 3^^ • 

Мы не будем проводить этого построения для всех 
рекурсивных операций, а укажем, как построить сводя¬ 
щую и сигнальную функции на примере одной рекурсивной 
операции - применения оператора • 

Пусть функция Ѳ(Сі, у] '^-СВОДИТСЯ к Постро¬ 
им Ѳ (ьс) такую, что , по¬ 

просту' , Ѳ^(%^ 3^ )-Ѳ(^,уІііо определению существуют сво 
дящая функция у/ (ы) я сигнальная У- (Ьі) для Ѳ (и,), 
Надо построить функции ^ (ы) и ]С(іс) для функции 

[Ѳ(Х,у)-0] 

Вычисление уи, (ОС) идет так. Выписывается последо¬ 
вательность 

0(ХуО)] Ѳ (сс,і) ; Ѳ{ХЛ) ) ■ > > 

до тех пор, пока первый раз не будет Ѳ(х,у)~ О ,тог 
да = у . 

Вычислим , Имеем схему (ведь 

^ "^сводится к 

пі[°> ті‘> ■■■ 

. . . /•« 1 


«у (( 

чЛ 4 


(о) 


(о) 


(О) 


V (°) 

сА'І- 


ІГ У- 

Вычисления идут до тех пор, поьса не будет в пер¬ 
вый раз Тогда 9['0С,о)=Ѳ Если 


^6 7 - 


оС 


при этом -О , то весь процесс прекращается 

и ('Ос)‘=^0 * Если Ф О , то переходим к вычисле¬ 

нию Ѳ(х,і)^Ѳ"(2=^3) ПО аналогичной схеме 

/п1‘’ В(т':’) ^/гг/-’ ,.. 

Х'С У"’ УІ 

ДО тех пор, пока не будет у. -О • Тогда 
И так далее. 

Таким образом, вычисление и (х) идет по схеме 





г^-З^ ■■■■ 


4. 




(у) 


- . 


Итак, мы указали алгоритм, строящий последователь¬ 
ность { )• Построение идет до тех пор, пока не бу¬ 


(^) 


дет одновременно 


= 0 


=0 


то 


гда у 

Каждый член последовательности (о^), не входящий 
под знак функции ^ , эффективно строится по предыдущей 
строке* 

Ясно, что алгоритм построения последовательности 

можно записать в :^де некоторой частично-рекурсив¬ 
ной функи,ии. Ясно тдко+іе, что мо>нно построить 

іііісти ЧНО' ре ку рс игь - 















ную функцию, прекращающую построение этой последователь¬ 
ности, как только выполняются равенства (^). 

Это и будут искомые сводящая и сигнальная функции 
для Т-сводимости к 


4 . 


Пусть функция Т«сводится к функции ^0^)» По¬ 

кажем, чтож тогда имеет место и алгоритмическая своди¬ 
мость V к <^С'x)т,•^ѳ^ алгоритмическая сводимость 

Г(х)і ^(х) 

В самом деле, Т-сводимость ^ к 8С'^) з&д&етоя 
сводящей функцией У'Г^^и сигнальной X ш Построим 
машины Колмогорова вычисляющие функции 

Т(Юи ЩШ), которые изобрашют \|'(^^] ^ X 

Построим также машину"Укоторая комплекс 

__ , 


1.-х,- 


X 


- 4 . 

перерабатывает в комплекс, являющийся изображением чи¬ 
сла € • Если область определения 

пересчитывается рекурсивной функцией ірі^) (а мы толь* 
ко такие функции рассматриваем), то область оп¬ 

ределения функции Жі^} пересчитывается алгоритмической 
функцией Ф См) • Построим бесконечный комплекс 

(см. стр, 5 б). Теперь надо алгоритм ичѳвки 
свести Т(зс) к д(а) , т.-е, построить машину, осу¬ 
ществляющую сводящий алгоритм П ф) . 




Иными словами, надо построить машину ^ с началь¬ 
ным состоянием осуществляющую функцию/^Гб^У, 

Задавать эту машину явными формулами было бы слиш¬ 
ком громоздко, но мы опишем ее действие, из чего будет 
ясно, как ее построить. _ 

Итак, вот действие . Комплекс ЭГ преж¬ 
де всего подвергается действию машины , которая 

вырабатывает /Ѵ^ ( ГѴ^ “ изображение числа 

Затем к (Ѵ^ применяется и получается 

(изображение ). Затем в верхнем ряду комплекса 

ищется первый комплекс такой, что соот 
ветствующий П-комплѳкс совпадает с (машину для 

просмотра верхнего ряда ^^^^(Л^построить нетрудно). 
Когда такой обнаружится, берется соответствующий 

ему комплекс 61^ в ниіннѳм ряду и далее П-комплѳкс (2^^* 
Этот П-комплекс и есть (изображение 

числа ), После этого образуется комплекс Ьі ^ 

к нѳиу применяется машина 'т. , перерабатывающая его 

3 некоторый комплекс Г\/^. ( іѵ^ - изображение числа 
[\^ , Затем к IVприменяется и получа¬ 


ется 


н 


• Затем снова просматривается верхний ряд 


Л.Ш пока не дойдем до первого , для которого 

совпадает с ^него находим в нижнем ряду 


х/ "Верхний ряд" комплекса образуют комплексы 

(сіі.отр. 2.6 










соо тве тс твующий е.-д(рй)=л(м4 

далее образуем 

комплекс ІЛ^ , присоединяя к комплексы и 

А . К приіленяем * получаем IV • Нако¬ 
нец, к ^/^ применяем и получаем Рі^ • И так да¬ 

лее. 

Одновременно к каждому применяется машину 

Процесс идет до тех пор, пока не будет 
О- изображение числа Ѳ). Тогда процесс прекращается, и 
соответствующей кошлекс_и есть ответ: 

Пф('ЗС') = М^ 

Ясно, что можно построить машину, которая бы про¬ 
изводила указанные операции. 


Осталось показать, что если у(сс^^-сводится к 
8('Х), то она и С - сводится к 

Доказательство основывается на следующей лемме 
Лемма . Пусть некоторая функция от комплексов 
Г(К) алгоритмически сводится к некоторой другой функ| 
ции от комплексов помощи сводящего услов¬ 

ного алгоритма п@ 

Тогда существует такая примитивно-рекурсивная функция 

6'Ы,ѵ-,ы) 

, ЧТО индуцированная в натуральном ря¬ 
ду функция У (^) вычисляется по формуле 



Здесь - фиксированные примитивно-рекурсивные 

функции (сы. Обозначения), <^( & ) - функция, индуциро¬ 
ванная в натуральном ряду функцией А а ѲС^) -функ¬ 
ция, индуцированная в натуральном ряду функцией от комп¬ 
лексов Ѳ(Р\) , пересчитывающей область определения А ГК^* 
Предположим, что эта лемма уже доказана и пусть 
у ( ^^^-своцится к § Су:) • т.-ѳ, Г Г^)алгоритмичѳс- 
ки сводится к А(Х)* Покажем, что (5-сводится к 

сУ Сое). 

Область определения С? (х) пересчитывается прими¬ 
тивно-рекурсивной функцией Эта функция изобра¬ 

жается функцией от комплексов^ ФСГі) і пересчитывающей 
область определения ЗТі). Как отмечалось во Введении 
факт сводимости не зависит от выбора функ¬ 

ции Ѳ, для которой строится сводящий алгоритм П@ • 

(это показано в начале § 5*) Поэтому мы можем считать, 
что Г (Х) с водите я к А именно посредством алгоритма 
Ф с начальным состоянием 

Применим теперь к алгоритмической сводимости 
к да) нашу лемму. В формулах (4,0 і) надо число ^ 
заменить на число 5 ^ - номер комплекса ЗС ^ изображающе¬ 
го число ОС' , Этот номер есть примитивно-рекурсивная 
функция от X I 

5 г = V с 

Далее, так как роль & играет теперь ф 


ТО вместо 


ѳ 


-IX- 


надо подставить (р • 


Учитывая все это, получим из (4,0 і): 

С V (х)^ о) =г _ 

у (ѵ(х)) = ^ (^(ѵ(оі),ухпь [ СА> 


Заметим, что 

у(ѵ(х))= 


В самом деле, по построению 


Точно 


(номер у ) I V (номер X ) 
V (у) = '^Г ѵ(х)) 
ѵ(^М)^^('^Сх)) 


Кроме того, учтем, что 4 ^мѴ взаимно обратны (см. Обоз¬ 
начения). Поэтому из (4,02) получим 
^ Г V М, о ) - X 

К ( ^ ( X )) = I (^ (V (л),^ т. [ ($■ ( ѵ(х;^ т )М;) 

К последнему из равенств (4,03) применим примитивно-ре¬ 
курсивную (І^нкцию ^ , обратную к V , 

(^ѵ (а) ^ т.) ^ их) 

у У( 1 лг))= И 

^ (^М) 


Полагая 
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получш окончательно. 

( 4 . 0 .) 

^ (х) =•€ С^ (х,у^ т[і^(^(сс,т))=0])) 


Равенства (4,04) и означают С-сводиыость ^ к 

6'Са). 

Итак, осталось доказать лемму. Пусть условный ал¬ 
горитм с начальным состоянием (^Л^ осуществля¬ 

ет функцию Г^(І4)» Надо показать, что выполняются ра¬ 
венства (4,01)* 

Мы произведем то же изменение в определении маши¬ 
ны Колмогорова, что ив § 3, а именно, будем считать, 
что конец процесса наступает, при появлении знака ели 
на активной вершине; связная компонента получившегося 
комплекса - есть решение. 

П-комплѳкс обозначим для простоты 

Его можно представить в виде об'единения двух комплек¬ 
сов и оС. . При этом - конечный комплекс 


ІГС 
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Подлѳжаідий переработке комплекс К присоединяется 
к бХ посредством вершины • Получается комплекс 
Он перерабатывается в (іХ. далее в^ и т.д. 

Вначале, в комплексе потенциальная часть ох¬ 
ватывает, помимо вершин из К » лишь вершины' , 

т.-ѳ. вся она умещается в пределах • Далее за каж¬ 
дый шаг потенциальная часть передвигается не более, чем 
на один отрезок, поэтому в комплексе ^й^пѳрѳработка 
не выведет нас за пределы • Вообще, через ѵп^ 

шагов переработка затронет лишь комплекс^ 

Таким образом, если комплекс есть объединение 
комплексов и , то есть объединение 

Кѵ 


•П. 


комплексов » где Лѵ^ и Л совпадают. 

Более наглядно. Перед началом переработки был комп¬ 
лекс вида 

?ѴѴ сЛ 

Через шагов он превратился в комплекс Л. вида 

т 

причем переработка коснулась только комплекса 


который переработался в 


остался неиз- 






манным: ^ Л, 

Таким образом, сами комплексы Л- , 
играют роль вспомогательного матері^а, из которого коН' 
струіфуѳтся последовательность 

х/ есть результат присоединения К 

Л: - совпадает с X 





Эта последовательность строится до тех пор, до того 
первого УУІ' , пока на активной вершине не возню^- 

нет сигнал (л> • Связная компонената этой вершины 

(которая, легко видеть, долкна лежать внутри , а 

иначе она бесконечна) и есть решение. 

Вычислим номер решения. Обозначим номер комплѳк- 
оа і^ер^ъ 

'іУііЙв с 'А - номер к ). Посмотрим, как вшіуяь- 

.. . пол^Ра.егс9, иг ЖГ 


Комплекс имеет вид 



Комплекс 



имеет вид 














ЛС' 


Таким образом, в образовании комплекса 3/^ 
участвовали лишь 



комплекс и комплекс 


/и -+ 4 . 


Ко этот последний комплекс сам получается из Руу^ и 
Оѵѵ^* Поэтому, в образовании конечном счете 

участвовали Так же, как и в § 3 очевид¬ 

но существование примитивно-рекурсивной функции 
такой что п ^ ^ г о у. ^ 

Здесь и С|^^соответствѳннохномѳра комплексов и 

бѵѵ/^. Положим • 

При этом рСЙ,і) = §(к) » где Кк) - номер комп- 
у -і ^ 
лѳкса сІЗ : 

^ К-" 

Всегда можно считать, что ( ^ - фикси¬ 

рованная примитивно-рекурсивная функция, восстанавливаю¬ 
щая число по номеру его изображения, см. Обозначения). 

Кроме того, так как (Э. Л (1^), то 
Далее Р.=0(й). о ткуда 

Р^=0(^)=ѲСѵс»^;; 

Окончательно, задается так 

р (5^,^)“ 

5"(^(к,^п)Ѳ(ѵ(^^ь)^6'(' е(ѵЫ))}) 

Процесс продолжается до тех пор, пока не возникнет 
знак Се; , т.-ѳ. пока н'Ьмѳр ^ будет удовлетво- 




рять равенству 

Итак, процесс идет до числа Шо > определяемого условием 
Шо -уи.т' [<^(^( к)Ггь))-о'1 

Тогда берется комплекс <2^^ с номером ^ 
и связная компонента этого комплекса с номером 

Эта связная компонента и есть решение, а ее номер 
есть номер решения. 

Таким образом, если функция Г (К) сводится к д(к; 
при помощи сводящего алгоритма П 0 , то существует при¬ 
митивно-рекурсивная функция ^ что выполняются 

равенства 

^ ( к,0 ) ^ '^(^) __ 

^ (к) ^ I )) 

Утверждение леммы, доказано. 

6 . 

Итак, если функция ^ (ос) сводится к функции 
(доказав эквивалентность всех определений сводимости, 
мы можем говорить просто "сволится") и если область оп¬ 
ределения §(зс) совпадает с множеством значений ^ С^)» 
то существует примитивно-рекурсивная функция б'Ы>^,Ьо')^ 
такая что 


В-частном случае, когда всюду определена, 

можно положить и равенства (4,05) перепишут¬ 

ся в виде 

ісх',ми) ^ 


в другом частном случае, когда б'Соі) - примитив¬ 
но-рекурсивная функция, получается, что ^(оСуУ^) тоже 
примитивно-рекурсивно и мы приходим к равенству 

в полном согласии с последней формулой § 3* 


~? 9 - 


§5. Дополнительные сведения 
о б алгоритме Колмогоро- 
в а. 


1 . 

В этом пункте мы покажем, что факт сводимости или 
не сводимости функции оег комплексов Г( К) к функции 
от комплексов А(К) не зависит от выбора функции Ф , 
разворачивающей в перечислимую последовательность об¬ 
ласть определения А • 

Пусть Ф(М) и 9ГМ) - две функции, каждая из 
которых разворачивает область определения А (^) в пе¬ 
речислимую последовательность» Пусть условный алгоритм 
П <р сводит ^(Кік Л(К) , Построим условный ал¬ 
горитм. П 0 , сводящий Г(1^)к Л (К), 

Чтобы построить . надо сперва построить его 

начальное состояние Опишем теперь, как дей¬ 

ствует П 0 . 

Шея в своем распоряжении во-первых 
во-вторых алгоритм для построения ФСН) (ибо ф -функ* 
ция алгоритмическая), мы можем задать правила, осущест¬ 
вляющие построение 

Кроме того, ведь у нас есть правила, вычисляющие 
Г(К) по Поэтому нетрудно написать правила, 

которые осуществляли бы вычисление Г(К) основываясь 


-Ео - 


не на готовом, а на непрерывно формирующемся комплек¬ 
се ^ 


2 . 

Приведем без доказательства следующие теоремы: 

Теорем а пересчета . Для каждого 
порядка ' ' существует алгоритм , примени¬ 
мый ко всякому комплексу К порядка ' и пере¬ 

рабатывающий этот комплекс в комплекс К - изобра¬ 
жение его номера • 

Теорема восстановления » Для 
каждого порядка • (п,<і)' существует алгоритм » 

применимый ко всякому комплексу К > являющемуся 
изображением номера некоторого комплекса К поряд¬ 
ка ' ; и перерабатывающий К в К 

Эти теоремы позволяют строить многие конкретные 
алгоритмы. Как, например, построить алгоритм, распоз¬ 
нающий равенство произвольных П-комплѳксов 
порядка ' Т Применим к ним обоим алгоритм 

I Мы получим комплексы и которые бу¬ 
дут равны или неравны одновременно ^ _ К 4 . и , 

В то же время распознать равенство и уже про¬ 

сто. 

Применим эти теоремы к доказательству того, что 
область определения всякой алгоритмической функции 




перечислима. Пусть дана алгоритмическая функция Г (К) 
Мы рассматриваем эту функцию лишь на множестве комплек¬ 
сов некоторого фиксированного порядка '(1^)^) Функ¬ 
ция от комплексов индуцирует в натуральном ря¬ 
ду функцию ^(^)* част ично-рекурсИБна, 

то область ее определения рекурсивно-перечислима (это 
известный факт), она перечисляется рекурсивной функци¬ 
ей • Эта функция изображается функцией от комп 

лекоов 


Применим к обоим частям этого равенства алгоритм 'А(и.,, 
получи- ф(й) 


Ы) 


Алгоритм и есть алгоритм, перечисляющий область 

определения Р(кк 


3. 


Г 


Безусловный алгоритм * задается правилами пере¬ 
работки, Эти правила нетрудно записать в виде некото¬ 
рого комплекса ^ номером 5' • Комплекс ^5^ 


будем называть записью алгоритма Р . 

Легко обнаружить существование универсальной ча¬ 
стично-рекурсивной функции , такой что ес¬ 
ли іл, - номер зац^иси алгоритма ^ , а ^ - номер 


-II' 


комплекса К » то есть номер комплекса 

и- г(ю. 

Отсюда следует существование универсального алго¬ 
ритма » который, будучи применен к комплексу, 

составленному из 3' и К дает ^^Г(К) (для К и <51 
порядка В самоы деле, применим к /5^ и К ал¬ 
горитм получим и к • Из существования 

функции X- легі^ вывести существование такой 

алгоритмической функции , которая, будучи применена 
к Об 'единению Ли к , давала бы Ь , После этого, 
применив к ^ алгоритм Л (УУ^уСІ ) $ получим и . 

4. 

Каждый алгоритм мы рассматриваем лишь в применении 
к комплексам некоторого фиксированного порядка '• 

Комплексы порядка образуют систему ^ СП)Ы)^ 

Про алгоритм, определенный на некотором множестве комп¬ 
лексов системы мы скажем, что он определен 6 

системе • Очевидно, С ^ Г^я,оЧ^если 

порядок ниже, чем порядок » 

т.-ѳ* е с л ц 

Алгоритм, определенный в некоторой системе, содержащей 
назовем алгоритмом над '^(и.,оі)^ Можно постро¬ 
ить теорию перевода комплексов и алгоритмов из системы 
более высокого порядка в системы более низкого порядка, 


-^ 3 - 





аналогично теории А.А.МарковаѴо переводе слов и алго¬ 
ритмов из одного алфавита в другой. При этом роль двух¬ 
буквенного алфавита [(X, ё ^ будет играть система 


Теория перевода и существование универсального ал¬ 
горитма позволяют обнаружить несуществование некоторых 
алгоритмов Колмогорова, дословно так же, как обнаружива¬ 
ется невозможность нормальных алгорифмов Маркова, приве¬ 
денных в [1] • 

Однако, следует отметить, что несуществование этих 
алгоритмов видно и непосредственно из теории рекурсивныз^ 
функций. 


В заключение приведем некоторое видоизменение изу¬ 
ченного определения алгоритма, также принадлежащее А.Н* 
Колмогорову. Новое определение во всем совпадает со 
старым, и отличается от старого лишь пониманием обоз¬ 
римой части. В старом определении обозримой частью 
являлся по существу потенциальный подкомплекс; в новом 
это не так. 

Машина перерабатывает комплексы, с выделенной ос¬ 
новной вершиной. Обозримой частью считается все то, что 
достижимо цепями длины < от некоторой основной вер¬ 
шины. За один шаг об6.зримая часть перерабатывается по 




заданным правилам переработки, 

В остальных деталях новое определение совпадает с 
первоначальным. 

Легко проверить эквивалентность обоих определений. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 


Приввдеы ориквр » р»« т і йд от мешаны Кодиогорове, 
пары ( Н^ ынакеотва Ш правил вѳрѳрабвтки будем 

пасетъ в виде /-/ —з» • Пунктирными линиями будем ебоэна- 

четь сеатветотвие, уотенѳвлѳнное между граничными вершинами Н 
и некетерыми вершинами вунктир, таким образом, ш называет, 

в какие вершины перегодят граничные вершины из Н • При звииси 
П^комнленсов мы для упрощения опустим значки на концах отрезков; 
креме теге, если в некеторѳй вершине характеристическая функция 
принимает значение единице, те жри закиси мы будем этр единицу 
опускать. 

Зададим нашу машину следующими нврввилѳми переработки 



























- й 2)- 


X ^^ ^^ 



Зв нѳчвльнве состояние мешшны жрниви пустев мнокѳство. 
Юриыениы построенный алгоритм и П~комиленсу К\ : 

Тік квк нвчѳльное состояние пусто, то коыпленс \\ ни к чему 
не присоединяется и К = К . 

Потенцивльнвй подкѳмшіекс в имеет вид 

о--о 

г 


По правилу 


он заменяется на 


: 


Таким образом, возникает комиаокс 

°— 0—0 

В потенциальный подкомплекс имеет вид 

Щ)мвняя правило |^_ , получим 1^ : 


0—0 
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далее иолу ЧИП /"п Рм м е ня я Ш) 

Р рмненйЯ ГУ . 

і^'' '. (о) ^— 


-г., п о /і у и н 





И, и а ко ней, ^ пРыменРіЯ 

К^: 



-€> -О 


Потанциальный водкомжлѳкс в имеет вид 

0 -^ 0^—«7 


Применяя правило \/ К , мы получим сигнал '^стои'** 

К"" 


есть решение 


П-'КОМПЛѲВО 


Подвергнем действию той же мешинн комплекс 1_, 



Он преобразуется в 
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Потенциальный подкомплекс в 




имеет вид 



о — і-о 


применяя правило ^ , иолучвем іл 





Мы видим, что и ^ и • процесс, таким образом, цикли¬ 
чески повторяется, машина будет работать над ^ неограниченно. 
Остановка никогда не наступит. 


Бели, наконец, мы зехци^м применить алгоритм к комплексу ] 


то машина переработает его в комплекс 



и остановится безрезультатно. 

Итак, одна и та ве машина в применении к одним жвжвв П*комж- 
лескам может давать результативный конец, в прммѳнении к другим - 
безрезультатную остановку, в применении в оретьим - неограниченя 
нее продолжение прпцѳссе переработки. 












